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Przedmowa

Celem tych notatek jest uzupetnienie wyktadu réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych o przyktady oraz zadania do samodzielnego rozwiazania przez studentow.
Notatki te stanowia dopetnienie skryptu "Réwnania Roézniczkowe Zwyczajne”.
Dlatego tez uktad materiatu jest tu identyczny jak we wspomnianym skrypcie. No-
tatki te nie zawieraja w zasadzie nowego materialu matematycznego. Wszystkie
uzywane pojecia oraz potrzebne twierdzenia znajduja si¢ w skrypcie "Réwnania
Rézniczkowe Zwyczajne”.

Istotnym nowym elementem w stosunku do klasycznych ¢wiczen z réwnan
rézniczkowych zwyczajnych jest szerokie wykorzystanie programu tzw. algebry
komputerowej. W Srodowisku matematycznym niektére z tych programéw, jak
Mathematica lub Maple, zyskaly spora popularnos$¢ nie tylko do rozwiazywania
standardowych zadan studenckich, ale takze do prowadzenia wiasnych prac ba-
dawczych. Do rozwiazywania zadan studenckich mozna uzywac kazdego z dwéch
wymienionych wczesniej programéw, a takze kilku innych programéw algebry
komputerowej istniejacych na rynku (np. Macsyma, Derive, Reduce). W niniej-
szych notatkach do obliczeri symbolicznych begdzie wykorzystywany system Ma-
thematica dostgpny dla studentéw Wydziatu MIM. Przyktadowe rozwigzania w
tych notatkach a takze dotaczone rysunki powstaty w programie Mathematica 7.






Rozdziat 1

Podstawowe pojecia

Zadania tego rozdziatu maja zapozna¢ czytelnika z podstawowymi pojeciami row-
nan rézniczkowych zwyczajnych: rozwigzaniem réwnania, krzywymi catkowymi
réwnania, rozwigzaniem szczegdlnym i ogélnym. Pojecia te zostana zilustrowa-
ne na prostych przyktadach réwnan skalarnych. Pokazane zostang takze przyktady
wykorzystania programu Mathematica do rozwiazywania prostych réwnan.

Zadanie 1.1 Sprawdzié, ze funkcja x(t) = cos(4t) jest rozwigzaniem réwnania
z” 4+ 162 = 0.

Rozwiazanie:

Rézniczkujac dostajemy 2’ = —4 sin(4t) oraz 2"/ = —16 cos(4t). Stad 2’ + 16z =
—16 cos(4t) + 16 cos(4t) = 0.

Zadanie 1.2 Sprawdzié, ze funkcja 222 + y? — 2zy + 52 = 0 jest rozwiazaniem
réwnania % = 2%;2;5.

Rozwiazanie:

Obliczajac pochodna funkcji uwiklanej y(x) spetniajacej réwnanie 222 + 32 —

2zy + 5x = 0 otrzymujemy

d d
4z + 2y 0% 9y 45—
dx dx

Obliczajac pochodnag % z tego réwnania mamy
dy 2y—4dxz -5
de 2y —2x
czyli poszukiwane réwnanie rézniczkowe.
Pytanie: Aby réwnanie 222 432 — 22y + 52 = 0 definiowato funkcje uwiktang

y(z) musi byé spetnione twierdzenie o funkcjach uwiktanych. Na jakim zbiorze
zdefiniowana jest funkcja y(z)?

Zadanie 1.3 Sprawdzié, ze funkcja x(t) = c1sint + ¢y cost jest rozwiazaniem
réwnania 2"’ + x = 0.
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Rozwiazanie:
Roézniczkujac dostajemy 2/ = ¢q cost — cgsint oraz 2’/ = —cysint — cg cost.
Stad 2" + 2 = —cysint — cacost + ¢y sint + cacost = 0.

Zadanie 1.4 Sprawdzié, ze funkcja x = % + % jest rozwiazaniem réwnania tx’ +
x = t2 na zbiorze (—o0, 0) U (0, o0).

Rozwiazanie:

Rozniczkujac dostajemy 2/ = % — t% Podstawiajac t¢ pochodna do réwnania
otrzymujemy t% — tt% + % + % =t?dlat #0.

Zadanie 1.5 Niech a > 0. Sprawdzié, ze krzywa 22 + y? = a? jest ztozona z
krzywych catkowych réwnania y’ = —%.

Rozwiazanie:

Rozwiklujac réwnanie 22 + y? = a? dostajemy dwie funkcje

(@) = Va2 —a?, yp(z) = —va2 -2

Kazda z tych funkcji spetnia nasze réwnanie na przedziale (—a, a), czyli jej wykres
jest krzywa catkowa tego réwnania. Te krzywe catkowe nie s dobrze okreSlone
w punktach (—a,0) oraz (a,0). Mozna jednak zauwazyé, ze punkty te naleza do
krzywych catkowych réwnania z’ = —¥, czyli krzywa 2% + y? = a? jest w calosci
krzywa catkowa réwnania ydy + zdx = 0.

Do rozwiazania zadan podobnego typu jak powyzsze mozna takze wykorzystaé
program Mathematica.

Zadanie 1.6 Sprawdzié, ze funkcja y(x) = ce®” jest rozwiazaniem réwnania ' —
2zy = 0.

Rozwiazanie:

Definiujemy w Mathematica nasza funkcje v [x_] = c*Exp[x"2] isprawdza-
my, czy spelnia ona wskazane réwnanie

Simplify [y’ [x]-2+x*y[x]==0]

W wyniku otrzymujemy odpowiedZ True, co pokazuje, ze wskazana funkcja jest
rozwiazaniem rozpatrywanego réwnania.

Zadanie 1.7 Rozwiazemy teraz korzystajac z pomocy programu Mathematica za-
danie 1.3, czyli sprawdzimy, ze funkcja x(t) = c; sint+co cos t jest rozwigzaniem
réwnania 2"/ + x = 0.

Rozwiazanie:

Definiujemy w Mathematica nasza funkcje x [t_]=cl*Sin[t]+c2+Cos[t],
a nastgpnie sprawdzamy, czy spetnia ona wskazane réwnanie

Simplify[x’’ [t]+x[t]==0]



W wyniku otrzymujemy odpowiedZ True, co pokazuje, ze wskazana funkcja jest
rozwigzaniem rozpatrywanego réwnania.

Mathematica jest niezastapiona przy tworzeniu rysunku pola wektorowego de-
finiowanego za pomoca réwnania rézniczkowego. Tworzenie takich rysunkéw mo-
ze w duzym stopniu utatwi¢ poszukiwanie rozwigzan skomplikowanych réwnan.
Wykorzystanie programu Mathematica ilustruja ponizsze przyklady.

Zadanie 1.8 ZnaleZ¢ pole wektorowe zdefiniowane przez réwnanie x’ = % —3z+
—3t/2
e .

Rozwiazanie:
W programie Mathematica rysunek pola wektorowego otrzymujemy korzystajac z
polecenia Vect orPlot. Dla naszego réwnania polecenie to wyglada nastepujaco

VectorPlot [{1,3/2-3*x+Exp[-3*t/21},{t,-2,3},{x,-1,3}]

W wyniku otrzymujemy pole wektorowe pokazane na Rys. 1.1

— e e e B = = = = =
1

Rysunek 1.1: Pole wektorowe dla réwnania z Zadania 1.8

Zadanie 1.9 Znale7¢ pole wektorowe zdefiniowane przez réwnanie g—g =+ %,
ktére analizowaliSmy w Przyktadzie 1.9 w Skrypcie.
Rozwiazanie:

Dla tego réwnania pole wektorowe otrzymane poleceniem VectorPlot jest ma-
o czytelne. Obok tego polecenia istnieje jeszcze polecenie StreamPlot, ktére
generuje wektory pola razem z krzywymi stycznymi do tych wektoréw, czyli krzy-
wymi catkowymi réwnania
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StreamPlot [{1,x+x/v}, {x,-2,2},{y,-1.5,0.5}]

W wyniku otrzymujemy pole wektorowe pokazane na Rys. 1.2.
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Rysunek 1.2: Pole wektorowe dla réwnania z Zadania 1.9

Zadania do samodzielnego rozwiazania

. . sint . L ) .
Zadanie 1.10 Sprawdzié, czy funkcja z(t) = 17 jest rozwigzaniem réwnania

rézniczkowego tz’ + x = cost.

Zadanie 1.11 ZnaleZ¢ réwnanie rézniczkowe (mozliwie niskiego rz¢du), ktérego
rozwiazaniem jest funkcja t2 + ca? = 2.

Zadanie 1.12 Sprawdzi¢, czy funkcja

) et —1, t=>0,
€T =
1—et, t<O.

jestrozwiazaniem réwnania rézniczkowego 2’ = |z|+1 na calej prostej (—oo, 00).

Zadanie 1.13 Niech A bedzie rodzing krzywych ptaskich opisanych réwnaniem
parametrycznym (¢, x,a) = 0, gdzie a jest parametrem. Rodzing B nazywamy
rodzing krzywych ortogonalnych do krzywych rodziny A, jesli krzywe rodzi-
ny B przecinaja wszystkie krzywe rodziny A pod statym katem o = 7/2. Niech
F(t,xz,2") = 0 bedzie réwnaniem krzywych rodziny A. Wykazaé, ze krzywe ro-
dziny B sa opisywane réwnaniem F'(¢t,z,—1/z") = 0.
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Zadanie 1.14 Nich c bedzie dowolng liczbg rzeczywista. Sprawdzié, ze funkcja
x(t) = ct + c® + 2c + 1 jest rozwiazaniem réwnania rézniczkowego

1
xfzi(—(t+2)+ t2+4t+4z). (1.1)

Znalez¢ przedzial na ktérym podana funkcja spetnia to réwnanie.

Wykazag, ze funkcja z1(t) = —$t(t + 4) jest innym rozwiazaniem réwnania
(1.1), ktére nie moze by¢ otrzymane z funkcji x(t) przez dobér statej c. Znalezé
przedziat na ktérym funkcja z; spetnia réwnanie (1.1).

Zadanie 1.15 ZnaleZ¢ kat migdzy krzywymi catkowymi réwnai @’ = ¢ + x oraz
2’ =t — x w punkcie (2, 1).






Rozdzial 2

Rownania skalarne

Zadania w tym rozdziale maja nauczy¢ rozwiazywania podstawowych skalarnych
réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Podobnie jak w Skrypcie bedziemy si¢ zaj-
mowac kolejno: réwnaniami o rozdzielonych zmiennych, réwnaniami jednorodny-
mi, réwnaniami w postaci rézniczek oraz réwnaniami liniowymi pierwszego rzedu.
Jak si¢ okaze, rozwigzywanie kolejnych typéw rownaf bedzie polegato na sprowa-
dzeniu ich do réwnan o rozdzielonych zmiennych.

Uwaga. Przy znajdowaniu rozwigzan wielu réwnan pojawiaja si¢ dowolne stafe.
Wszystkie takie stale beda oznaczane jednym symbolem c. Oznacza to, ze w trak-
cie prowadzonych przeksztalcen bedzie stosowana zasada, ze dowolna funkcja od
statej c jest dalej oznaczana symbolem c (c oznacza wigc stata, nie koniecznie t¢
sama w kolejnych krokach przeksztatcenia).

2.1 Roéwnania o zmiennych rozdzielonych

Zadanie 2.1 Rozwiazaé réwnanie zy’ = 1 + y2.

Rozwiazanie:

To jest rownanie o zmiennych rozdzielonych. Jesli poszukujemy rozwiazania w
zbiorze, ktéry nie zawiera punktu z = 0, to mozna je zapisa¢ w postaci (przypadek
= 0 redukuje réwnanie do réwnania algebraicznego, ktére nas nie interesuje)

Catkujac obie strony dostajemy
Inx =arctgy + ¢,
co mozna zapisa¢ w postaci In(cx) = arctgy. Po przeksztalceniu ostatniej réw-

nosci dostajemy rozwiazanie y = tgIn(cx). Rozwiazanie to jest dobrze okreslone
jedynie dla x > 0 oraz ¢ > 0.

13
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Zadanie 2.2 Znalez¢ rozwiazanie réwnania ¢’ sin z = y Iny przechodzace przez
punkt: a) (0,1),b) (7/2,1).

Rozwiazanie:

To jest réwnanie o zmiennych rozdzielonych. Mozna je zapisaé w postaci

dy  dx
ylny sinz’

Obliczajac catke z lewej strony otrzymujemy (w trakcie obliczen robimy podsta-

wienie z = Iny)
dy dz
= [ —=Inz=Inlny.
ylny z

Podobnie catkujac prawa strong oraz robiac podstawienie cos x = 2z, mamy

/dx _/ sin xdx __/ dz __1(/ dz +/ dz )_
sinz ) 1—cos2z 1—22 2 1—2 1+2/

2
—11n1+z :_}lnl—kcosx :_%lncos r/2

21—z 2 1—cosz sinx/2
1
—ilnctg2§:1ntgg.

Prowadzi to do nastgpujacego rozwigzania badanego réwnania
x
Inlny =Intg 5 + ¢,

czyli
x
tg — =clny.
g5 =cmny

Latwo zauwazy¢, ze przez punkt (0, 1) przechodzi kazda krzywa catkowa tego
réwnania. Natomiast dla punktu (7/2,1) mamy tgn/4 = 1 oraz In1 = 0, czyli
nie istnieje stata c, takaze 1 = ¢ - 0.

Zadanie 2.3 Znale7¢ rozwiazanie réwnania (22 +2y — 1)y’ + 2z +y +1 = 0.
Rozwiazanie:

Réwnanie wydaje si¢ nie by¢ réwnaniem o zmiennych rozdzielonych, ale kiedy
wykonamy podstawienie z = z + y, to otrzymamy (wykorzystujemy przy tym
réwnos¢ 2/ =1+ y/)

(2z—-1)(—1)+2+1=0.
Po uporzadkowaniu réwnanie to ma postac
(22 —1)2 =2 -2,

czyli jest rOwnaniem o zmiennych rozdzielonych, co widaé z zapisu tego réwnania
W zmienionej postaci
(2z — 1)dz

=dx.
z—2 v
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Jesli zatozymy, ze z # 2, to catkujac lewa strong powyzszej réwnosci dostajemy

(22 — 1)dz / (22 —4) + 3)dz / 3
/ o Jo— <2+Z_2>dz 22431In|z—2|+c

Daje to rozwiazanie réwnania 2z + 3 1n |z — 2| + ¢ = x. Po przejsciu ponownie do
zmiennej y dostajemy rozwiazanie w nastgpujacej postaci

(z+y—2)3 = ce™, (2.1)

Kiedy z = 2, czyli z + y = 2, wyjSciowe rOwnanie sprowadza si¢ do réwnania
y' + 1 = 0. Rozwiazaniem tego rownania jest rzeczywiscie funkcja z + y = 2,
ktérej odpowiada rozwigzanie (2.1) ze statg ¢ = 0.

Zadanie 2.4 Swiatlo o natezeniu fy pada na osrodek pochtaniajacy. Zaktadajac,
ze absorpcja Swiatta przez cienka warstwe jest proporcjonalna do grubosci tej war-
stwy Az i do natgzenia promieniowania f na powierzchni warstwy, obliczy¢ natg-
zenie promieniowania na gigbokosci x.

Rozwiazanie:

Oznaczmy wspétczynnik proporcjonalnosci, o ktérym mowa w zadaniu, przez k.
Niech A f oznacza spadek natgzenia promieniowania w warstwie o grubosci Ax.
Z tresci zadania wynika zalezno$¢

~Af = kfAx.

Zaktadajac, ze funkcja f = f(z) opisujaca natgzenie promieniowania na gtgboko-
$ci x jest rézniczkowalna oraz dokonujac przejscia granicznego Az — 0 otrzymu-
jemy réwnanie rézniczkowe

—df = kfdx.

Jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych, ktérego rozwiazanie mozna zapisaé
w postaci In f = —kx + ¢, czyli f(x) = ce . Poniewaz f(0) = fo, to uwzgled-
niajac ten warunek poczatkowy, dostajemy rozwiazanie f(z) = foe **.
Mathematica nie umie rozwiazywaé réwnan o zmiennych rozdzielonych w
ogolnej postaci. Ale sprowadzajac rownanie do réwnosci dwoch rézniczek, mozna
wykorzysta¢ do rozwigzania rownania polecenie catkowania funkcji jednej zmien-
nej, co Mathematica wykonuje bardzo sprawnie (nawet dla skomplikowanych funk-

cii).

Zadanie 2.5 ZnaleZé rozwiazanie réwnania (z —4)(5y+1)y' +z(y> +y—2) = 0.
Rozwiazanie:
Widaé, ze jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych

oy +1 J x

————dy = dx.
y2+y—2y 4"
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Jego rozwiazanie sprowadza si¢ do policzenia dwdch catek

oy +1 T
————dy = — dz.
/y2+y—2y /aﬁ—4x

Catki te mozna tatwo policzy¢ w programie Mathematica

Integrate[ (5xy + 1)/ ((y-1)*(y+2)),y] +
Integrate[x/ (x-4),x] == c

Otrzymujemy wtedy rozwigzanie
2 Log[l-y]+3 Log[2+y]+x+4 Log[4-x]==c
Po przeksztatceniach dostajemy rozwiazanie w postaci
(x — DMy —1)*(y+2)> = ce™™. (2.2)

Zauwazmy, ze postgpowanie to jest dobrze okreslone tylkodlax # 4orazy # 11
y # —2. Kiedy y jest réwne jednej z tych dwéch wartosci to wyrazenie y2 + y — 2
jest réwne zero. Wtedy réwnanie sprowadza si¢ do réwnania 3y’ = 0. Funkcje state
y = 1 oraz y = —2 sa rzeczywiscie rozwiazaniami tego réwnania, co odpowiada
wzigciu ¢ = 0 w rozwiazaniu (2.2). Kiedy x = 4 otrzymujemy réwnanie alge-
braiczne 4% + y — 2 = 0, ktérego rozwiazaniami sa tez funkcje state y = 1 i
y=—2.

2.2 Roéwnania jednorodne

Zadanie 2.6 Znalez¢ rozwiazanie réwnania xy’ = /22 — y2 + y.
Rozwiazanie:
Zaktadajac, ze x # 0 i dzielac obie strony réwnania przez = dostajemy

2
y =y1- L+ %
x X

Widaé wigc, ze jest to rownanie jednorodne. Robiac podstawienie y = zx dostaje-
my réwnanie xz’ + z = /1 — 22 + 2. Réwnanie to sprowadza si¢ do réwnania o
zmiennych rozdzielonych, ktére jest dobrze okreslone dla —1 < z < 1

dz dzx

Viez2 x

Catkujac to réwnanie dostajemy arcsin z = In |z| + ¢ czyli arcsiny/z = Inc|x|.
To ostatnie rozwiazanie jest poprawnie okreslone jedynie dla —x < y < z.
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Zadanie 2.7 ZnaleZ¢ krzywa o tej wlasnosci, ze styczna do niej odcina na osi Oz
odcinek réwny potowie sumy wspétrzednych punktu stycznosci.

Rozwiazanie:

Zacznijmy od znalezienia réwnania takiej krzywej. Niech y(z) bedzie poszukiwa-
ng krzywa. Wektor styczny do tej krzywej ma wspétrzedne (1,4'). Niech punkt
(z,0) bedzie punktem na osi Oz, w ktérym te 0§ przecina styczna do krzywe;j.
Jesli punkt (z,y) jest punktem, w ktérym wystawiamy styczna a styczna ta prze-
cina 0§ Oz w punkcie (z,0), to rozpatrujac tréjkat prostokatny O AB, gdzie O =
(2,0), A = (z,y9) a B = (2,0) otrzymujemy zaleznos¢ -~ = y’. Poniewaz
z = (z + y)/2, wigc prowadzi to do réwnania

’_ 2y
r—y
Roéwnanie to jest dobrze okreslonym réwnaniem jednorodnym dla y # x (przypa-
dek y(x) = x mozemy wykluczyé, bo ta prosta nie spetnia warunkéw zadania).

Robiac podstawienie y = ux dostajemy

2ux

/
U+ xu = .
T — Uux

Po przeksztatceniach otrzymujemy réwnanie

, U+ u?
TU =

1—u’
Jest to rownanie o zmiennych rozdzielonych, ktére mozna zapisa¢ w postaci
1—u dx

ul+w) T T

Calkujac lewa strong tego réwnania dostajemy

1—u du du
—— du= | — -2 =Inu—21 1).
/u(1+u) “ /u /u+1 e n(u+1)

Stad otrzymujemy rozwiazanie (U%)Q = cx. Wracajac do zmiennej y otrzymuje-
my réwnanie uwiktane poszukiwanej krzywej
7y =
(z +y)?
Aby znalez¢ funkcje y(z) w jawnej formie, przepiszmy réwnanie w postaci funkcji
kwadratowej

C.

v+ 2z —c)y+a2*=0
Wielomian ten posiada rzeczywiste pierwiastki jesli ¢2 — 4cx > 0. Dlac > 0
oznacza to istnienie rozwigzania dla z < ¢/4, a dla ¢ < 0 istnienie rozwigzania
dla x > ¢/4 (przypadek ¢ = 0 prowadzi do funkcji y(z) = 0, ktéra nie spetnia
warunkéw zadania). Na wyzej zdefiniowanych zbiorach poszukiwana funkcja ma

postac
y(x) = g —x++/(¢/2)? — cu.
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Zadanie 2.8 Rozwiazaé¢ réwnanie 2y’ = y? + zy — z°.

Rozwiazanie:

Poszukujemy rozwigzania w przedziale, ktory nie zawiera punktu z = 0. Réwna-
nie jest rownaniem jednorodnym. Bedziemy poszukiwac rozwiazania przez pod-
stawienie iy = ux. Nasze réwnanie sprowadzi si¢ wtedy do postaci zu’ = u? — 1.
Aby rozwiazaé je metoda rozdzielenia zmiennych musimy zatozy¢, ze u # 1 oraz
u # —1. Zauwazmy jednak, ze obie te funkcje state sa rozwiazaniami. Oznacza to,
ze znaleZliSmy juz 2 rozwigzania wyjSciowego réwnania

y(z) = =z, y(zr) = —=x. (2.3)
Pozostate rozwiazania bedziemy poszukiwali catkujac réwnanie
Jdu _dv
u2—1 z
Obliczajac calki z obu stron tego réwnania dostajemy rozwiazanie w postaci uwi-
ktanej

u—1 9
=cx”,
u+1
co daje po rozwiktaniu
1+ cx?
U=-—-7:.
1—cx?

Ostatecznie rozwiazanie naszego wyjsciowego réwnania sktada si¢ z funkcji (2.3)
oraz funkcji

() 1+ cx?

T)=2x .

4 1 — cx?

Interesujacy jest przypadek rozwiazania y(z) = —x. Ta funkcja spetnia nasze réw-

nanie na calej prostej, a wigc takze w punkcie z = 0, ktéry wykluczyli§my na
poczatku z przedziatu istnienia rozwigzania.

Czytelnika zachgcamy do poszukania ogdlnej postaci funkcji, ktére spetniaja
réwnanie oraz sa okreSlone na przedziale zawierajacym punkt x = 0 w swoim
whnetrzu.

Zadanie 2.9 Dana jest funkcja ciagta f(u) oraz funkcja x(t) = cot bedaca roz-
wigzaniem réwnania jednorodnego =’ = f(%). Udowodni¢, ze:

a) jesli f (co) < 1, to zadne inne rozwiazanie tego réwnania nie jest styczne
do prostej x = cot w poczatku uktadu wspéirzednych;

b) jesli f (co) > 1, to nieskoriczenie wiele rozwigzai tego réwnania jest stycz-
nych do prostej x = cgt.

Rozwiazanie:
Jesli z(t) = cot, to w szczeg6lnosci 2'(0) = c¢o. Robiac podstawienie tu = z
otrzymujemy tu' + u = 2’. Z podstawienia tego wynika, ze 2'(0) = u(0) = co.
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Réwnanie 2/ = f w zmiennej u zapisuje si¢ w postaci tu’ = f(u) — u. Wynika
stad, ze f(u(0)) = u(0), czyli f(co) = co.
Jesliu' # 0, to

u/ — f(u) —u
t b
wigc granica lewostronna
f'(u(0)) —1
won] =T oy -

Jesli f/(u(0)) = f'(co) < 1, t0u/(07) < 0. Ale f(co) —co =01 f'(co) —1 <0,
wigc f(u) — u jest funkcja malejaca.

Poniewaz u(0) = c¢p a v/(07) < 0, wigc u(t) < co dla t w prawostronnym
otoczeniu zera. Poniewaz funkcja f(u) — w jest malejaca w otoczeniu ¢y, to z
faktu u(t) < co wynika, ze f(u) —u > 0 dla ¢ w prawostronnym otoczeniu
zera. Z réwnania u' = M wynika, ze wtedy u/(t) > 0, czyli otrzymaliSmy
sprzeczno$¢. Oznacza to, ze musi byé u/(t) = 0, czyli u(t) = co.

Przejdziemy teraz do dowodu faktu b). Catkujac réwnanie dostajemy

u dw t@

(w) —w s

co to

Niech G(u) bedzie funkcja pierwotna dla ﬁ Wtedy mozemy zapisaé rozwia-
zanie w postaci uwiklanej G(u) — G(co) = Int/ty.

Jesli f'(u(0)) = f'(co) > 1, to z poprzednich rozwazan wynika, ze funk-
cja f(u) — u jest rosnaca. Wynika stad, ze takze funkcja G(u) jest rosnaca, czyli
mozemy zapisa¢ rozwigzanie

u(t) = G (Int/tg + G(co)).

Z tej postaci rozwigzania wynika, ze u(tg) = co. Poniewaz f(co) — co = 0 wigc
z réwnania u' = f(utﬁ oraz réwnosci u(ty) = ¢y wynika, ze u'(tp) = 0, czyli

rozwigzanie jest styczne do prostej x = cot w punkcie x = cgpitg.

2.3 Roéwnania w postaci rézniczek zupelnych

Zadanie 2.10 Dla réwnania (sin(zy) + zy cos(zy))dz + 2 cos(zy)dy = 0 zna-
lez¢ catke ogdlna.

Rozwiazanie:

Réwnanie to jest w postaci rézniczki zupelnej bo

88y (sin(zy) + zy cos(zy)) = 2z cos(zy) — 2%y sin(zy) = (i:mQ cos(zy).
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Catkujac wyrazenie (sin(zy)+zy cos(zy))dz+a? cos(zy)dy znajdujemy funkcje
F(z,y) = zsin(zy) + c. R6zniczkujac mozemy sprawdzié, ze

?)Fdx + ngy = (sin(zy) + 2y cos(zy))dx + 2% cos(zy)dy,
€z Y

czyli funkcja x sin(xy) + ¢ = 0 jest catka ogblng naszego réwnania.
Zadanie 2.11 ZnaleZ¢ krzywa catkowa réwnania
1+ ex/y + eoc/y (1 _ £>y’ =0
Yy

przechodzacg przez punkt (1, 1).
Rozwiazanie:
Przepiszemy to réwnanie w postaci rézniczek

(1 + ex/y)dx + ez/y(l — E)dy =0
Yy
Réwnanie to jest w postaci rézniczki zupelnej bo

%(1 +ev) = —%ew/y = a%efﬂ/y(l = g)

Catkujac otrzymujemy

/<1+e"”/y>dm+/6x/y<1—§>dy—x+yex/y+c,

czyli funkcja 2 + ye®/¥ + ¢ = 0 jest catka ogdlna naszego réwnania. Krzywa cat-
kowa przechodzi przez punkt (1, 1), jesli ¢ = —1 — e. Oznacza to, ze poszukiwana
krzywa calkowa jest krzywa = + ye®/¥ = 1 + e.

Roéwnania rézniczkowe rzadko bywaja w postaci rézniczek zupetnych. Jak
wiemy wiele réwnan, ktére nie sa w postaci rézniczek zupelnych mozna dopro-
wadzi¢ do tej postaci mnozac réwnanie przez odpowiedni czynnik catkujacy. Po-
nizej pokazemy kilka zadan, ktérych rozwiazanie wymaga znalezienia czynnika
catkujacego.

Zadanie 2.12 ZnaleZ¢ krzywa calkowa réwnania
(5 + 1>dx n (f - 1)dy —0.
Y Y

Rozwiazanie:
Oznaczmy
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Mamy ﬁ(Nx - M,) = % Sugeruje to uzycie czynnika catkujacego postaci p =
1 (y). Prowadzi to do nastgpujacego réwnania dla czynnika catkujacego

dp — p p
— = —(Ny — M) =~-.
Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja p(y) = y. Mnozac przez t¢ funkcje

nasze réwnanie dostajemy
(x +y)dz + (z — y)dy = 0.

Jest to réwnanie w postaci rézniczki zupetnej. Jego rozwiazaniem jest funkcja
22/2 +xy = c.

Zadanie 2.13 ZnaleZ¢ krzywa catkowa réwnania

2
;- ==Yy

_a:2y2 +x

przechodzacg przez punkt (1,0).
Rozwiazanie:
Przepisujemy réwnanie w postaci rézniczek

(2 = y)dax + (¢%y* + z)dy = 0
i wprowadzamy standardowe oznaczenia
M=2z>—y, N=2%*+2.

Mamy %(NI - M, = % Sugeruje to uzycie czynnika catkujacego postaci p =
p(x). Prowadzi to do nastgpujacego réwnania, jakie spetniaé powinien czynnik
catkujacy
dp 7 2p
— =—=(N; — M,) = ——.
dx N (Na ) x

Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja u(z) = x~2. Mnozac przez t¢ funkcje
nasze réwnanie dostajemy

(1 — %)dm—k <y2 + %)dy =0.

Jest to réwnanie w postaci rézniczki zupetnej. Jego rozwiazaniem jest funkcja x +
1.3 Yy _
3"+ =c

Zadanie 2.14 Znale7¢ krzywa catkowa réwnania
zy’dr + (2%y — z)dy = 0.

Rozwiazanie:
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Niech
M =zy?, N =2%y— .

Niech p bedzie czynnikiem catkujacym zaleznym od obu zmiennych. Mamy row-
nanie 2y, — (2%y — x)p, = u(N, — M) = —pu. Sugeruje to uzycie czynnika
catkujacego postaci u = pu(xy). Prowadzi to do nastgpujacego réwnania, jakie
spetniaé powinien czynnik catkujacy

2y’ — (@Y —zy)p = —p,
czyli zyy’ = —p. Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja p(xy) = (wy)~L
Mnozac przez t¢ funkcje nasze rownanie dostajemy

ydx + (CL’ — ;)dy =0.

Jest to réwnanie w postaci rézniczki zupetnej. Jego rozwiazaniem jest funkcja xy —
Iny =c.

Zadanie 2.15 ZnaleZ¢ krzywa catkowa réwnania
(x — 2y)dz + (2 + y)dy = 0.

Rozwiazanie:
Niech
M=x—zy, N=2%+uy.

Niech p bgdzie czynnikiem catkujacym zaleznym od obu zmiennych. Mamy réw-
nanie (z—xy) e — (22 +y)py = p(Ny—M,) = 3zp. Sugeruje to uzycie czynnika
catkujacego postaci 1 = p(x? +y?). Prowadzi to do nastepujacego réwnania, jakie
spetnia¢ powinien czynnik catkujacy

2a(x — ay)p' — 2y(a® + y)p' = 3ap,

czyli —2(x2+?) i’ = 3p. Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja pu(z2 +52) =
(2% + y?)~%/2. Minozac przez te funkcje nasze réwnanie dostajemy

(x — xy)(m2 + y2)73/2dx + (:Jc2 + y)(x2 + y2)*3/2dy =0.

Jest to réwnanie w postaci rézniczki zupetnej. Jego rozwiazaniem jest funkcja
(2® +9%) = cly - 12

Mathematica moze by¢ wykorzystana do znajdowania rozwigzafh réwnan w
postaci rézniczek zupetnych, poniewaz znalezienie rozwiazania dla takich réwnan
sprowadza si¢ do wykonania dwéch catkowan.

Zadanie 2.16 Rozwiaza¢ w programie Mathematica réwnanie
(x+y)dz + (x — y)dy = 0.

Rozwiazanie:
Rozpoczniemy od zdefiniowania odpowiednich funkcji
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MClx_,y_] = xty;
NC[x_,y_1 X-Vy;

Sprawdzamy, czy nasze rownanie jest w postaci rézniczki zupeline;j
Simplify[D[MC[x,y],y] == DINC[x,y],x]]

Dostajemy odpowiedZ True, czyli rzeczywiscie rGwnanie jest w postaci rézniczki
zupelnej. Aby znale7¢ rozwiazanie musimy dokona¢ odpowiedniego catkowania.

{pl,p2} = {1,1};
f[X_,Y_ ] = Integrate[MC[x,p2], {x,pl,X}]1+
Integrate [NC[X,y], {y,p2,Y}]

Dostajemy wtedy wynik X2/2 + XY —Y?2/2 — 1.

2.4 Skalarne rownania liniowe

Zadanie 2.17 Znalez¢ rozwiazanie og6lne rownania xy’ + 2y = 3.
Rozwiazanie:
Réwnanie jest réwnaniem liniowym dobrze okreslonym na przedziale, ktéry nie
zawiera punktu z = 0.

Poszukiwanie rozwigzania zaczynamy od rozwigzania réwnania jednorodnego
xy’ + 2y = 0. Réwnanie to jest rOwnaniem o zmiennych rozdzielonych

dy _ _2dz
y oz

Jego rozwiazaniem jest funkcja y(r) = 5.

Poszukujemy teraz rozwiazania réwnania niejednorodnego metoda uzmiennia-
=(0) Wetawiai
. Wstawiajac

72

nia statej, tj. postulujemy istnienie rozwiazania w postaci y(z) =
te funkcje do réwnania niejednorodnego otrzymujemy

2 z z

— —2— +2— =3z.

x x? x?
Po uproszczeniu dostajemy réwnanie 2’ = 322, ktérego rozwiazaniem jest funkcja
2(xz) = 3 + c. Wynika stad, Ze rozwigzaniem ogdlnym naszego réwnania jest
funkcja

Zadanie 2.18 Znalez¢ rozwiazanie ogélne réwnania 3/ sinz —y = 1 — cos .
Rozwiazanie:

Réwnanie jest réwnaniem liniowym dobrze okreslonym na przedziale, ktéry nie
zawiera punktéw x = km, k =0,+1,£2,....
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Poszukiwanie rozwiazania zaczynamy od rozwigzania réwnania jednorodnego
y' sinz — y = 0. Réwnanie to jest réwnaniem o zmiennych rozdzielonych

dy  dx
y sinz’

Jego rozwiazaniem jest funkcja y(z) = ctg 3.

Poszukujemy teraz rozwiazania réwnania niejednorodnego metoda uzmiennia-
nia §tale], tj. po'stulujerny 1st1.nen'1e' rozwiazania w posta01. y(z) = z(z) tg 5. Wsta-
wiajac t¢ funkcje do réwnania niejednorodnego otrzymujemy

< 't z n 1 ) . ‘ z_
2tg -+ 2———=)sinx —ztg— =1—cosz.
&9 T oot /2 &9
. . , . 1— , . . .
Po uproszczeniu dostajemy réwnanie z' = 251;20272’ ktérego rozwiazaniem jest

funkcja z(x) = = + ¢. Wynika stad, ze rozwiazaniem ogélnym naszego réwnania
jest funkcja

y(x) = (x +¢) tgg.

Zadanie 2.19 Znale7¢ rozwiazanie ogélne réwnania dz + (x + y?)dy = 0.

Rozwiazanie:

Réwnanie jest rtéwnaniem liniowym, jesli zapisaé je w postaci 2’ 4+ x + 3% = 0.
Poszukiwanie rozwiazania zaczynamy od rozwigzania réwnania jednorodnego

2’ + x = 0. Réwnanie to jest réwnaniem o zmiennych rozdzielonych

dx
T

= —dy.

Jego rozwiazaniem jest funkcja z(y) = ce™V.

Poszukujemy teraz rozwiazania réwnania niejednorodnego metoda uzmiennia-
nia statej, tj. postulujemy istnienie rozwiazania w postaci z(y) = z(y)e Y. Wsta-
wiajac t¢ funkcje do réwnania niejednorodnego otrzymujemy

de TV —ze VeV +y? =0

Po uproszczeniu dostajemy réwnanie 2’ = —y2e¥, ktérego rozwiazaniem jest
funkcja z(y) = — [ y?eYdy. Wystepujaca w ostatnim wyrazeniu catke liczymy
przez czgsci (dwukrotnie)

—/y2eydy = —y%e¥ + Q/yeydy = —y2e¥ 4 2ye¥ — Q/eydy =
—y2eY + 2ye¥ — 2¢Y + c.

Stad z(y) = —y2%e¥ + 2ye¥ — 2¢¥ + c. Rozwiazaniem ogélnym naszego réwnania
jest wigc funkcja
z(y) = —y* +2y — 2+ ce V.
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Zadanie 2.20 Ciato o masie m opada swobodnie w oSrodku stawiajacym opOr.
Sita oporu jest proporcjonalna do predkosci opadania. Znalez¢é wzor na predkosé
opadania oraz przebyta droge.

Rozwiazanie:

Zgodnie z II prawem dynamiki Newtona opadanie ciata opisywane jest rOwnaniem

dv
m— =mg — av
dt ’
gdzie g — stata grawitacyjna, a — wspétczynnik proporcjonalnosci sity oporu. Réw-
nanie to jest rownaniem liniowym.
Poszukiwanie rozwigzania zaczynamy od rozwigzania réwnania jednorodnego
dv __
myg = —av
dv

o T
v m

Jego rozwiazaniem jest funkcja v(t) = ce~/™,

Poszukujemy teraz rozwigzania réwnania niejednorodnego metoda uzmien-
niania stalej, tj. postulujemy istnienie rozwiazania w postaci v(t) = z(t)e~ /™,
Wstawiajac t¢ funkcje do réwnania niejednorodnego otrzymujemy

! —at/m

a _
Ze — ylemat/m
m

=g— 2L emat/m,
m

Po uproszczeniu dostajemy réwnanie 2/ = ge~ /™, ktérego rozwiazaniem jest
funkcja z(t) = Z2e/™ 4 c.
Rozwigzaniem ogdlnym naszego réwnania jest wigc funkcja

v(t) = M9 4 ceat/m,
a

Jesli w chwili poczatkowej opadajace ciato miato predkosé poczatkowa vy, to ¢ =
vg — =2 i rozwigzanie przyjmuje postac

mg

v(t) = <1 — e_at/m> + voe /™,

a

Korzystajac z tego ostatniego wzoru mozemy policzy¢ droge jaka przebylo opada-
jace ciato

Obliczajac te catke otrzymujemy

t mg
— ey _ _—at/m —at/m _
S(t) /0 " (1 e ) + voe dr

ﬂ(vo - @> <1 — e_at/m) + 29y,
a a a
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Zadanie 2.21 Znalez¢ rozwiazanie ogélne réwnania ¢/ — y = x>,
Rozwiazanie:

Réwnanie nie jest rdwnaniem liniowym, ale jest rGwnaniem Bernoulliego z wy-
ktadnikiem Bernoulliego 2. Dzielac to réwnanie przez 3> oraz wprowadzajac no-
wa zmienna zalezng u = y‘l dostajemy réwnanie —u’ — u = z. Jest to réwnanie
liniowe. Rozwigzanie réwnania jednorodnego ma postaé u(z) = ce™*. Rozwiaza-
nia réwnania niejednorodnego szukamy w postaci u(x) = z(x)e™*. Wstawiajac
to wyrazenie do réwnania otrzymujemy 2z’ = —xe”. Rozwigzaniem tego réwnania
jest funkcja z(x) = —xe® 4 €® 4 c¢. Wynika stad nastgpujaca posta¢ rozwigzania
u(z) = —z+ 14 ce™®, czyli

e{L’

y(z) = (1—xz)e* +c¢

Zadanie 2.22 Znalez¢ rozwiazanie ogélne réwnania xy’ + y = 3% In .
Rozwiazanie:

Réwnanie nie jest rownaniem liniowym, ale jest rGwnaniem Bernoulliego z wy-
ktadnikiem Bernoulliego 2. Dzielac to réwnanie przez y? oraz wprowadzajac nowa
zmienng zalezna v = y~ ' dostajemy réwnanie —zu’ 4 v = In . Jest to réwnanie
liniowe. Rozwigzanie réwnania jednorodnego ma postaé u(x) = cx. Rozwiazania
réwnania niejednorodnego szukamy w postaci u(x) = z(x)x. Wstawiajac to wyra-
zenie do réwnania otrzymujemy —x2z’ = In . Rozwiazaniem tego réwnania jest
funkcja z(z) = — [ Z‘—fd:c. Te calke przeksztalcamy przez podstawienie Inx = ¢
a nastgpnie liczymy przez czgSci

1 t 1 1
n;d:r—/tdt—/te_tdt——te_t—e_t—i—C——nx——l—c.
x e

Wynika stad nastgpujaca postaé rozwigzania z(x) = thI + 1 + c. Po podstawie-
niu otrzymujemy u(z) = Inx + cx + 1, co daje nastepujace rozwiazanie ogélne

wyjSciowego réwnania
y(z) = (Inz + cx + 1)71.

Mathematica ma wbudowane polecenie do rozwiazywania réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych. Jest to polecenie DSolve, ktére ma nastgpujaca sktadnig
DSolvel[del[x,v],vI[x],x], gdzie de [x, y] jest zapisem réwnania, vy [ ]
— zmienng zalezna a x — zmienng niezalezna. Dotychczas nie uzywaliSmy tego
polecenia, bo rozpatrywane réwnania nie mogty by¢ rozwigzane za jego pomoca.
Inaczej wyglada sytuacja dla rdwnan liniowych, ktére Mathematica umie rozwia-
zac (jesli tylko odpowiednie calki sa obliczalne analitycznie).

Zadanie 2.23 Rozwiaza¢ w programie Mathematica réwnanie iy’ — 4y = 0.
Rozwiazanie:

To proste réwnanie postuzy nam do zilustrowania dziatania polecenia DSolve.
Zaczynamy od definicji réwnania
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del[x_,y_] = (v [x] - 4xy[x] == 0);
Wykonujac polecenie
DSolve[delx,y], y[x], x]

dostaniemy wynik
{{y[x] —> e® *C[1]}}

Te 2 dodatkowe nawiasy klamrowe, ktére pojawity si¢ w tym zapisie wynikaja
z faktu, ze DSolve tworzy reguly (Solution Rules) tworzenia rozwiazania. Tych
regul moze by¢ wiele, stad zapis jak dla zbioru. Mozna wyeliminowac te dodatko-
we nawiasy klamrowe znajdujac najpierw reguty a potem wyznaczajac rozwigzanie
z tych regul, jak pokazuje ponizszy przyktad

SolRule = DSolvel[de[x,vy], vIx], x];
yl[x_] = Simplify[y[x]/.SolRule[[1]]]
Wtedy dostaniemy odpowiedZ
e? *C[1]

7,

Zadanie 2.24 Rozwiaza¢ w programie Mathematica réwnanie xy’ — 4y = x'e”.

Rozwiazanie:
Zaczynamy od definicji réwnania

de[x_,y_1 = (x*xy’" [x] - 4xy[x] == x"7T+Exp[x]);
Wykonujac polecenie

DSolve[de[x,y], yIx], x]
dostaniemy wynik
({y[x] -> e*x* (2 - 2 x + x%) + x* C[1]}}
Zadania do samodzielnego rozwiazania

r—1

Zadanie 2.25 Znalez¢ rozwiazanie ogélne réwnania 2’ = Tl

Zadanie 2.26 Znalez¢ rozwiazanie og6lne réwnania 2’ = ¢!~ %.

Zadanie 2.27 ZnaleZ¢ rozwiazanie zagadnienia poczatkowego
z\/1—y2dx +yv1—a2dy =0, y(0)=1.

Zadanie 2.28 ZnaleZ¢ rozwiazanie zagadnienia poczatkowego xdy — ydx = 0,
y(1) = 0.

Zadanie 2.29 Rozwiaza¢ réwnanie (a? +y?)dz + 22V ax — 22dy = 0 dokonujac
odpowiedniego podstawienia.
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Zadanie 2.30 Znalez¢ rozwiazanie ogdlne réwnania Yiw + (y® + Inx)dy = 0.
x

Zadanie 2.31 Rozwigzac rownanie (E + 1) dx+ (f — 1) dy = 0 metoda czynnika
Y Y
catkujacego.

Zadanie 2.32 Spadochroniarz wyskoczyt na wysokosci h; = 1000 m i roztozyt
spadochron na wysokosci ho = 400 m. Wiadomo, ze graniczna predkos¢ spadania
cztowieka w powietrzu wynosi v = 50 m/s, a sila oporu powietrza przy spadaniu
jest proporcjonalna do kwadratu predkosci spadania. Obliczy¢ na tej podstawie, ile
czasu spadat spadochroniarz do chwili rozwinigcia spadochronu.

Zadanie 2.33 Znalez¢ krzywa o tej witasnosci, ze tréjkat utworzony przez o§ Oy,
styczng do krzywej oraz promiefi wodzacy w punkcie stycznoSci jest tréjkatem
réwnoramiennym.

Zadanie 2.34 W celu zatrzymania statkéw na przystani rzuca si¢ z nich cumy (li-
ny), ktére kilkakrotnie sa owijane wokét pachotkéw (okragtych stupéw) stojacych
na przystani. Jaka bedzie sita hamujaca statek, jesli cuma zostata trzykrotnie owi-
nigta wokot pachotka, wspélczynnik tarcia cumy o pachotek £ = %, a robotnik
portowy ciagnie dodatkowo cume z silg F' = 150 N?

Zadanie 2.35 Niech p; i 9 beda czynnikami catkujacymi réwnania M (z, y)dx+
N (z,y)dy = 0 oraz funkcje 1 i uo nie sa proporcjonalne do siebie. Udowodnic,
ze funkcja % = c jest catkg ogdlng tego réwnania.

Zadanie 2.36 Ciato o masie m umocowane na gumie spada w polu grawitacyjnym
Ziemi w osSrodku, w ktérym tarcie jest proporcjonalne do predkosci. Zakladamy, ze
opor jaki stawia guma jest proporcjonalny do przebytej przez ciato drogi. Wiedzac,
ze ciato spada w czasie T' z wysokos$ci L, a w czasie 21" z wysokosSci L1, obliczy¢
wspotczynnik tarcia f oraz wspétczynnik oporu gumy k.



Rozdzial 3

Podstawowe twierdzenia

W rozdziale tym bgdziemy rozwigzywali zadania, ktére maja stuzy¢ jako ilustracje
dla najwazniejszych twierdzen: o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwiazan, o zalezno-
$ci rozwigzania od warunkéw poczatkowych i1 parametréw oraz o przedtuzalnosci
rozwiazan.

3.1 Istnienie i jednoznacznos¢ rozwiazan lokalnych
Zadanie 3.1 Dane jest zagadnienie Cauchy’ego
¥ = f(t,z), x(0)= o,

z funkcja

-1, t<0,zeR,
f(t,:I)) =
1, t>0,z€R.

ZnaleZ¢ rozwiazanie tego zagadnienia Cauchy’ego w otoczeniu zera.
Rozwiazanie:

Niech A = (—4,0) dla § > 0. Pokazemy, ze na przedziale A nie istnieje roz-
wigzanie naszego réwnania przy dowolnym zy € R, tj. nie istnieje funkcja klasy
C'(A), ktéra jest rozwigzaniem. Gdyby bowiem istnialo rozwiazanie z(t), to dla
dostatecznie matego o, 0 < a < 4, byloby 2/(t) = —1dla —a < ¢t < 0 oraz
2'(t) = 1dlaa > ¢ > 0. Oznacza to, ze w punkcie ¢ = 0 pochodna 2’(t) musiata-
by by¢ nieciagta.

Zadanie 3.2 Rozwazmy na przedziale (a,b) réwnanie
y' = f(z).
Jesli funkcja f(x) jest ciagta na tym przedziale, to réwnanie posiada jednoznaczne

rozwigzanie dla dowolnego warunku poczatkowego yo = y(xo), dla ¢ € (a,b).
Zatézmy, ze funkcja f(x) — 400, gdy x — ¢, gdzie ¢ € (a,b), ale jest ciagta na

29
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przedziatach (a, ¢) i (¢, b). Przedyskutowac dla tego przypadku problem istnienia i
jednoznaczno$ci rozwiazania zagadnienia poczatkowego.

Rozwiazanie:

Rozwazmy przypadek, gdy xo € (a, ¢). Rozwiazanie moze by¢ zapisane w postaci
catkowej

) = [ s

Jesli catka ffo f(t)dt jest rozbiezna przy x — ¢, to rozwiazanie dane ta catka
przedtuza si¢ na caly przedziat (a,c), ale przy x — ¢~ rozwigzanie rozbiega do
+00.

Jesli warunek poczatkowy jest z drugiej strony punktu ¢, czyli o € (c,b),
to rozwiazanie mozna przedtuzyé w lewo na caly przedziat (¢, b). Rozwiazanie to
rozbiega do —oo dla x — ¢'. Otrzymujemy wiec jednoznaczne rozwigzania na
przedziale (a, c¢) lub (¢, b) zaleznie od tego po ktdrej stronie punktu ¢ lezy warunek
poczatkowy xg.

Jesli catka f;co f(t)dt jest zbiezna przy © — ¢, to rozwigzanie dane ta catka
z warunkiem poczatkowym xy € (a,c) przediuza si¢ na caly przedziat (a,c), a
przy x — ¢~ rozwiazanie zbiega do fxco f(t)dt. Jednoczesnie y' () — oo dla
xr — ¢, czyli rozwiazanie jest styczne do prostej z = c. Podobnie widaé, ze je-
§li g € (c,b), to rozwigzanie mozna przedtuzyé w lewo na caty przedziat (c, b).
Rozwiazanie to zbiega do [ f(t)dt dlaz — ¢™ ay/(z) — +oodlaz — ¢,
czyli rozwiazanie jest tez styczne do prostej x = c. Oznacza to, ze biorac dowol-
ne rozwiazanie po lewej stronie punktu x = ¢ mozna je przedtuzyc dowolnym
rozwiazaniem po prawej stronie punktu x = c. Oznacza to brak jednoznacznosci
rozwigzania.

Zadanie 3.3 Rozwazmy dla y € (a, b) réwnanie

y = f(y)

Przedyskutowac problem istnienia i jednoznaczno$ci rozwigzania tego zagadnienia
poczatkowego, jesli funkcja f(y) jest ciagta na tym przedziale, ale zeruje si¢ w
pewnym punkcie ¢ € (a, b).

Rozwiazanie:

Rozwiazanie tego zadania sprowadza si¢ do zadania 3.2. W tym celu nalezy za-
uwazy¢, ze jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych i znalezienie rozwiazania
sprowadza si¢ do policzenia catki

Y odt
J::m0+/yo m

Jesli funkcja f(y) zeruje si¢ w punkcie wewngtrznym ¢ odcinka (a, b), to catka
yyo % jest catka niewtasciwa dla y — c¢. Zachowanie rozwigzania wynika wte-
dy bezposrednio z dyskusji przeprowadzonej dla zadania 3.2. Wyr6zni¢ mozemy

nastepujace przypadki:
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1. Jedli catka ;i) % jestrozbieznadlay — ¢t iy — ¢, to przez kazdy punkt
(z,y), z € R,y € (a,b) przechodzi doktadnie jedna krzywa catkowa nasze-
go réwnania. Prosta y = c jest takze krzywa catkowa réwnania, a pozostate
krzywe catkowe asymptotycznie zblizaja si¢ do tej prostej z géry lub z dotu

zaleznie od warunku poczatkowego.

2. Jesli catka fyyo % jest zbieznadlay — ¢ iy — ¢, a przy przejSciu przez
punkt ¢ funkcja f(y) nie zmienia znaku, to przez kazdy punkt (z,y), x € R,
y € (a,b) przechodzi nieskonczenie wiele krzywych catkowych réwnania.

3. Jesli catka yl{) % jest zbiezna dlay — ¢ iy — ¢, a przy przejsciu
przez punkt ¢ funkcja f(y) zmienia znak, to przez kazdy punkt prostej y =
¢ przechodzi nieskoficzenie wiele krzywych calkowych réwnania, a przez
kazdy punkt (z,y), z € R, y € (a,c) U (¢, b) przechodzi doktadnie jedna
krzywa catkowa réwnania.

Zadanie 3.4 Udowodnimy kryterium jednoznacznoS$ci rozwiazania zwane kryte-
rium Osgooda.

Twierdzenie Osgooda.

Niech funkcja f(t, x) bedzie ciqgta w zbiorze Q = {(t,x): |t —to| < a, |z —xzo| <
b} i dla dowolnej pary punktow (t,x1), (t,xz2) z tego zbioru spetnia warunek

|f(t,@2) = f(t,21)] < @(|w2 — 21]),
gdzie dla 0 < u < 2b funkcja ¢(u) > 0, jest ciggta oraz

2b
d
—u—>oo dla e — 0.

= ¢(u)
Wrtedy przez kazdy punkt (to, xo) zbioru Q) przechodzi co najwyzej jedna krzywa
catkowa rownania

x' = f(tvx)a :L‘(t()) = Zo- (3.1)

Rozwiazanie:

Zalézmy, ze istnieja dwa rézne rozwiazania rownania (3.1) z(¢) i z2(t) z tym
samym warunkiem poczatkowym z1(tg) = x2(t9) = xo. Dla uproszczenia za-
pisu przyjmijmy, ze tg = 0. Niech y(¢) = x2(t) — x1(t). Poniewaz z zalozenia
x1(t) # xa(t), to istnieje taki punkt ¢1, ze y(t1) # 0. Bez zmniejszania ogdlnosci
mozemy zatozy¢, ze y(t;) > 0 (zawsze mozemy zamieni¢ porzadek funkcji x;
i zo w definicji y(t)). Mozemy takze przyjaé, ze t; > 0. Korzystajac z zatozen
twierdzenia dostajemy nieréwnos¢ rézniczkowa

@ _ d(SL‘Q — :El)
dt dt

Rozwazmy teraz réwnanie

= f(t,z2) — f(t,21) < 9(|z2 — 21]) < 26(|22 — 21]).

= = 29(2) (3.2)
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z warunkiem poczatkowym z(t1) = y(t1) = y1. To zagadnienie Cauchy’ego po-
siada jednoznaczne rozwiazanie, co wynika z zatozen twierdzenia oraz zadania 3.3.
Z zadania 3.3 wynika, ze rozwiazanie to jest dodatnie i asymptotycznie zbliza si¢
do osi Ot, ale nigdy tej osi nie przetnie.

W punkcie ¢; krzywe z(t) oraz y(t) przecinaja sig. Poniewaz jednoczesnie
y'(t1) < 26(y1) = 2¢(2(t1)) = Z/(t1), wigc na odcinku (¢ — £,¢1) mamy nie-
réwnos¢ y(t) > z(t), dla pewnego € > 0.

Zauwazmy, ze przedzial ten mozemy rozszerzyé w lewo az do zera. Rzeczy-
wiscie, gdyby w przedziale (0,¢;) istniat punkt ¢o, taki ze y(t2) = z(t2), to w
tym punkcie miataby miejsce nieréwnos¢ y'(t2) > 2/(t2), poniewaz na prawo
od tego punktu mamy nier6wnos¢ y(t) > z(t). Poniewaz 2'(t2) = 2¢(z(t2)) a
d(2(t2)) = &d(y(t2)), wigc wynika stad nieréwnos¢ ' (t2) = 2¢(y(t2)), ktéra jest
sprzeczna z oszacowaniem (3.2). PokazaliSmy wigc, ze na catym przedziale (0, 1)
mamy nieréwnos¢ y(t) > z(t). Poniewaz z konstrukcji rozwiazania z(t) wynika,
ze z(t) > 0, wigc takze y(t) > 0dlat € [0, 1], w szczegdlnosci y(0) > 0, co jest
sprzeczne z zalozeniem, ze istnieja dwie rézne krzywe catkowe naszego réwnania
z tym samym warunkiem poczatkowym.

Zadanie 3.5 Dane jest réwnanie 2’ = 22 z warunkiem poczatkowym x(0) = 1.
Znalez¢ maksymalny przedziat istnienia rozwiazania tego réwnania oraz odpo-
wiednie rozwigzanie wysycone.

Rozwiazanie:

Poniewaz rozpatrywane réwnanie jest rtéwnaniem o zmiennych rozdzielonych mo-
zemy je tatwo scatkowac.

Rozwiazanie ogdlne ma posta z(t) = —--. Dla warunku poczatkowego z(0) =
1 dostajemy rozwiazanie z(t) = %—t Rozwiazanie to jest dobrze okreslone na
przedziale (—oo, 1). Powstaje pytanie, czy rozwiazanie to jest rozwigzaniem wy-
syconym, czy tez mozna je jeszcze przedtuzy¢. Interesujacy jest tylko przypadek
prawego korica przedziatu, czyli pytanie czy rozwiazanie mozna przedtuzy¢ poza
punkt ¢ = 1. Przeanalizujmy zachowanie si¢ rozwigzania gdy ¢ — 1~. Jak tatwo
zauwazy¢ wtedy x(t) — +oo. Zgodnie z odpowiednim twierdzeniem wynika stad,
ze rozwiazania nie mozna przedtuzy¢ poza przedziat (—oo, 1).

Pokazemy teraz jak Mathematica daje sobie radg z brakiem jednoznacznosci.

Zadanie 3.6 Rozwiazaé w programie Mathematica zagadnienie Cauchy’ego

dy _

X
= 0) = 0.
iy y(0)

Rozwiazanie:
Odpowiednie polecenie wyglada nastgpujaco

DSolve[{y’ [x]==x/y[x],y[0]==0},vy[x],x]
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Otrzymujemy wtedy rozwiazanie

{{y[x] —>Vx?}, (y[x]-> —Vx?})

Mozemy sprawdzi¢ bezpoSrednim rachunkiem, ze te dwie funkcje sa rozwigzania-
mi wskazanego zagadnienia poczatkowego. Otrzymane dwa rozwiagzania nie prze-
cza twierdzeniu o jednoznacznoS$ci rozwigzaf, poniewaz poszukujemy rozwigzania
przechodzacego przez punkt (0,0), a tym punkcie prawa strona réwnania nie jest
ciagla (nie jest ona nawet dobrze okreslona w tym punkcie).

3.2 Zalezno$¢ rozwiazania od danych poczatkowych i pa-
rametrow

Zadanie 3.7 Dane jest zagadnienie Cauchy’ego

2 =sin(ut), x(ty) = xo,

. . . z 2 1‘
gdzie p jest parametrem. Nalezy znaleZ¢ pochodna T
n
Rozwiazanie:
Poniewaz réwnanie jest rOwnaniem o zmiennych rozdzielonych mozemy znalezé
rozwigzanie réwnania a nastgpnie policzy¢ pochodna po p.
Niech x = ¢(t, ) bedzie rozwiazaniem réwnania. Wtedy ¢(tg, ) = o i

catkujac réwnanie dostajemy

00,10 = == cos(yt) + c(z).

Problemem jest oczywiscie wyznaczenie funkcji ¢(u). Jesli jednak zrézniczkujemy
rozwigzanie po p, to otrzymamy

0p(t, 1) _ t sin(ut) n cos(put) N dc

O o p2 o dp
Z warunku M = 0 wynika
o
dc <t0 sin(utg)  cos(utp) )
- + 5 ,
dp p Jz
czyli

0¢(t, )  tsin(put) N cos(ut)  tosin(utg)  cos(uto)
op I I I pro
Przedstawiona wyzej metoda znajdowania pochodnej rozwigzanie po parame-
trze wykorzystywata fakt, ze mozna byto znalez¢ analityczne rozwiazanie réw-
nania. Pokazemy teraz jak dziata standardowa metoda znajdowania pochodnej po
Ox(t, 1)
O

parametrze. Zgodnie z teoria pochodna y(t) = spetnia réwnanie

y' = tcos(ut), y(ty) =0.
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Catkujac to réwnanie otrzymujemy

tsin(ut cos(ut
oy = L) | cos(u)
Y u

Wyznaczajac ¢ z warunku y(to) = 0 dostajemy wyrazenie identyczne jak metoda
bezposredniego rézniczkowania rozwigzania réwnania

tsin(ut)  cos(ut)  tosin(uty)  cos(uto)
y(t) = + 5 - 5
1 1 u 1

Zadanie 3.8 Dane jest zagadnienie Cauchy’ego

¥ =ut+z, x(0)=1,

. . . X
gdzie p jest parametrem. Nalezy znaleZ¢ pochodng P
I
Rozwiazanie:
Poniewaz réwnanie jest rOwnaniem liniowym mozemy znaleZ¢ rozwigzanie row-
nania a nastgpnie policzy¢ pochodna po p.
Niech x = ¢(t, 1) bedzie rozwiazaniem réwnania. Catkujac réwnanie dostaje-
my
¢(t, 1) = —pt — pu+ c(p)e’.

Rézniczkujac rozwiazanie po p otrzymamy

0p(t, ) de ,
o = —t 1+due.

99(0, p)
O
g0 ¢(0, u) = 1. Otrzymujemy wtedy

dc
Wyznaczamy au z warunku = 0, ktéry wynika z warunku poczatkowe-

d

ac .

dp
Daje to poszukiwana pochodna

B(t, 1)
O

=—t—1+¢.
Zadanie 3.9 Dane jest zagadnienie Cauchy’ego
' =x+p(t+2?), z(0)=1,

0
gdzie p jest parametrem. Nalezy znaleZ¢ pochodna 8—x o
Hlp=
Rozwiazanie:
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Oz

Niech y = .
op

Funkcja y(t) spetnia réwnanie

y = (14 2uz)y +t+2%, y(0)=0.

Réwnanie to rozwiazujemy standardowg metoda dla réwnan liniowych. Najpierw
znajdujemy rozwigzanie rownania jednorodnego

t
y(t) = cexp(/ (1+ QM:L')ds),
0
a nastgpnie uzmienniamy stalg otrzymujac (korzystamy z warunku poczatkowego
y(0) =0)
t s
c(t) = / exp(—/ (1+ 2ufc)d7> (s + 2%)ds.
0 0
Stad
t t
y(t) = / eXp(/ (1+ Zuaz)dT) (s + 2%)ds.
0 s

Zauwazmy, ze dla . = 0 réwnanie wyj$ciowe ma rozwiazanie z(t) = e’. Wyko-
rzystujac to rozwiazanie dostajemy po przejsciu granicznym

y(t)‘uzo = /Ot exp (/: dT) (5 +e*)ds = /Ot(s + e*)el "5 ds.

Obliczajac ostatnig catke przez czesci otrzymujemy

y(t)‘ — 14,
n=0

Zadanie 3.10 Dane jest zagadnienie Cauchy’ego

o=zt a? Ftad, 2(2) = xo.

. 0
Nalezy znaleZ¢ pochodng wzgledem warunku poczatkowego a—w o
T lzo=
Rozwiazanie:

0
Niech z = a—x Funkcja z(t) spetnia réwnanie
zo

2= (1+2x+3tz?)z, 2(2)=1.

Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja

t
2(t) = exp(/ (1422 + 38$2)d8>.
2
Dla warunku poczatkowego g = 0 rozwiazaniem wyjsciowego zagadnienia Cau-
chy’ego jest funkcja z(t) = 0 (takie rozwiazanie mozna zgadna¢ a nastgpnie sko-
rzystac z faktu, ze dla tego zagadnienia Cauchy’ego zachodzi twierdzenie o jedno-
znaczno$ci rozwigzania w otoczeniu punktu ¢ = 2). Stad

) oo exp(/zt ds> =el72

z(t
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Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 3.11 Wskaza¢ maksymalny przedziat, na ktérym istnieje rozwiazanie za-
gadnienia poczatkowego:

a) o' =222 —t, 2(1) =1,
b) 2’ =t+e*, (1) =0,
c) o =23, o =123, 21(0) =1, 22(0) = 2.

Zadanie 3.12 Dla jakich warunkéw poczatkowych istnieja jednoznaczne rozwia-
zania rownan:

a) " =tgx + Vt,
b) (t+1)2" =z + /x,
o) 2 —xx® = Va2 — ¢,

n =23+ In(t + 1),
x1xh = Yxg — 1.

Zadanie 3.13 Dane jest zagadnienie Cauchy’ego

2 = f(x), x(0)=x.

Niech f € C*(R) oraz spetnia oszacowanie |f(x) — cosz| < 1 dla kazdego = €
R. Udowodnié, ze rozwiazanie tego zagadnienia Cauchy’ego jest ograniczone dla
kazdego zp € R.

Zadanie 3.14 Niech funkcja f: R — R bedzie ciagta, a funkcja g: R — R niech
spetnia warunek Lipschitza. Udowodnié, ze uktad réwnan

) = f(@2)a1,

xy = g(2),

uzupetniony dowolnym warunkiem poczatkowym, ma co najwyzej jedno rozwia-
zanie w dowolnym przedziale.

Zadanie 3.15 Udowodnié nastgpujace rozszerzenie wyniku zadania 3.3.
Niech dane bedzie réwnanie ' = f(t,x), gdzie x € R", a funkcja f(¢, x) jest
ciagtana R x R™. Jesli spetnione jest oszacowanie

|f(t,2)| < g(|z),
gdzie g jest dodatnia funkcja ciagla g € C([0, 00)), dla ktdrej
< dt
| =

to kazde rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego dla tego réwnania istnieje dla kaz-
degot > 0.
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Zadanie 3.16 Dla réwnania

e’ =ar+b, z(0)= =,
gdzie a i b sa statymi, znalez¢ granicg lim._,o z(¢,€) dlat > 0.
Zadanie 3.17 Dane jest rtéwnanie 2’ = f(x), gdzie f: R — R jest funkcja cia-
gla i malejaca. Niech ! (¢) oraz 22(t) beda dwoma rozwiazaniami tego réwnania
klasy C! z warunkami poczatkowymi x!(tg) = z{ i #2(to) = 23 odpowiednio.
Udowodnié, ze |zt (t) — 22()] < |of — 3.

Zadanie 3.18 Funkcje u(t) i v(t) sa rozwiagzaniami zagadnien Cauchy’ego

u' = F(u), wu(ty) = uo,
o' =F(v), v(to) = vo.

Zaktadamy, ze funkcja F' spetnia warunek Lipschitza ze stata L. Pokazac, ze spet-
nione jest oszacowanie

lu(t) — v(®)|P < |uo — vo|P exp(pL(t — to)),
dla dowolnego p > 1.

Zadanie 3.19 W ponizszych przyktadach znalez¢ wskazane pochodne wzglgdem
parametru lub warunku poczatkowego:

0
a) o' = §+pte™, x(1) = 1; znalezé a2
H n=0

1 0
b) 2’ — 2 = (z+ 1)2 _ qu2’ z(0) = > 2/(0) = —1; znalezé 87‘%
n

pu=1

0
c) o = ay + 12,2y = —y?, x(1) = mg, y(1) = yo; znalezé 0—x
Yo

z0=3, Yyo=2

Zadanie 3.20 Niech funkcja f(t,z) i jej pochodna %(t, x) beda ciagte na ca-
tej ptaszczyznie (t, x) oraz niech %(t, x) < k(t), gdzie k(t) jest funkcja ciagla.
Udowodnié, ze rozwiazanie réwnania ©’ = f(t,z) z dowolnym warunkiem po-
czatkowym x(tg) = x istnieje na pétprostej [tg, +00).

Zadanie 3.21 Udowodnié, ze dla rozwiazania x(t) zagadnienia poczatkowego

o =t—a% x(to) =z0, to=0, 29=0

istnieje granica lim;_, oo (z(t) — V) = 0.
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Zadanie 3.22 Niech funkcje z,,: [0,1] = R™, n=1,2,..., beda rozwiagzaniami
réwnania 2’ = f(x), gdzie funkcja f: R™ — R™ jest ciagla i ograniczona. Udo-
wodnié, ze jesli ciag {x,(0)} jest zbiezny, to z ciagu funkcyjnego {x,} mozna
wybra¢ podciag zbiezny jednostajnie do rozwigzania réwnania.

Zadanie 3.23 Rozwazmy réwnanie ' = f(z), gdzie f: R — R spetnia warunek
Lipschitza oraz warunek f(0) = f(1) = 0. Udowodni¢, ze kazde rozwiazanie tego
réwnania, ktére startuje z warunku poczatkowego xo € [0, 1] nie wychodzi poza
ten odcinek.



Rozdzial 4

Uklady rownan liniowych

Zadania z tego rozdziatlu maja nauczy¢ jak rozwiazuje si¢ uktady réwnari linio-
wych. Poniewaz nie ma og6élnych metod rozwiazywania uktadéw o zmiennych
wspotczynnikach, pokazemy jedynie jak mozna znaleZé rozwiazanie ogélne ta-
kich uktadéw, jesli znana jest czg$¢ rozwigzan szczeg6lnych. Mozna tego doko-
na¢ wykorzystujac technike redukcji rzgdu uktadu, ktérej dziatanie pokazemy na
przyktadach. W przypadku uktadéw réwnan o statych wspétczynnikach przedsta-
wimy metody znajdowania rozwigzan ogélnych. Mimo ze teoria jest tu kompletna,
to dla wykonania petnych rachunkéw nalezy znajdowaé pierwiastki wielomianéw
charakterystycznych odpowiednich réwnan. Jak wiadomo, metody analitycznego
obliczania tych pierwiastkéw ograniczone sa to wielomiandw stopnia co najwyzej
czwartego (z wyjatkiem przypadkéw szczegdlnych), wigec rozwigzywac bedziemy
uktady, ktére nie daja wielomiandw wyzszych stopni. Pokazemy takze na przykla-
dach jak Mathematica pomaga w znajdowaniu rozwiazan uktadéw réwnan linio-
wych. W zasadzie wykorzystujac program Mathematica mozna rozwiaza¢ kazdy
uktad pierwszego rzedu (takze niejednorodny) pod warunkiem, ze Mathematica
bedzie potrafita znalezZé pierwiastki wielomianu charakterystycznego, a w przy-
padku réwnan niejednorodnych dodatkowo bedzie potrafita obliczy¢ analitycznie
wystepujace catki.

4.1 Ogoélne uklady pierwszego rzedu

Zadanie 4.1 Rozwiaza¢ uktad réwnan

, (1t
=1y 9)®
z warunkami poczatkowymi z%(to) = (1,0) oraz 2°(tg) = (0,1).
Rozwiazanie:
Rozwazmy w pierwszej kolejnosci warunek poczatkowy x%(tg) = (1,0). Ponie-

waz drugie réwnanie naszego ukladu ma postaé x, = 2z, wigc jego rozwia-
zaniem jest funkcja xo(t) = 0. Wstawiajac te funkcje do pierwszego réwnania

39
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T = 1 + twy mamy x| = x1, co prowadzi do rozwiazania x1(t) = e'~'. Daje
to rozwigzanie
z(t) = (77, 0).

Dla warunku poczatkowego x°(tp) = (0, 1) z réwnania 2}, = 2z dostajemy
rozwigzanie zo(t) = e2(t=to) Wistawiajac to rozwiazanie do pierwszego rOwnania
dostajemy af = 1 + te*(!"%)_ Jest to niejednorodne réwnanie liniowe, ktére
rozwiazujemy standardowymi metodami otrzymujac () = e>(—to)(t — 1) —
e~ (ty — 1). Prowadzi to do rozwiazania

x(t) _ (62(t—to) (t _ 1) _ et—to (to _ 1)’ eQ(t_tO)),

Poniewaz warunki poczatkowe x%(tg) i 2°(to) sa liniowo niezalezne, to z otrzy-
manych rozwigzan mozna otrzymaé macierz fundamentalng uktadu

et=to e2(t=to)(t — 1) —etto(tg — 1
X(t) = < 0 ( 62%1&40) (E )> :

Zadanie 4.2 Znalez¢ macierz fundamentalng dla uktadu réwnan

i £0 T
o\l t)
Rozwiazanie:

Dla pierwszej zmiennej mamy réwnanie x; = tx;, ktére po scatkowaniu daje
z1(t) = 1 et’/2, Wstawiajac to rozwiazanie do drugiego réwnania =, = x1 + tzo
dostajemy réwnanie liniowe z, = ¢; et?/2 + txzo. Standardowe metody prowadza
do rozwiazania x5 (t) = citet 2 4 02€t2/ 2, Wystarczy teraz znaleZ¢ rozwigzanie
odpowiadajace warunkom poczatkowym z%(0) = (1,0) oraz z°(0) = (0, 1). Dla
pierwszego z tych warunkéw poczatkowych otrzymujemy rozwiazanie x®(t) =
(e*/2 tet*/2), dla drugiego 2°(t) = (0, ¢! /2). Poniewaz wektory z%(0) oraz 2°(0)
sa liniowo niezalezne, macierz fundamentalna ma postac

t2/2
e 0
X(t) = <t6t2/2 et2/2> :

Dla uktadéw réwnar liniowych o zmiennych wspéiczynnikach nie ma ogélne;j
metody znajdowania rozwigzan. Kiedy jednak znamy jedno rozwiazanie takiego
uktadu, to mozna zastosowaé metod¢ zwana obniZaniem rzedu réwnania. Znajo-
mo$¢ jednego rozwigzania szczegdlnego pozwala wtedy na obnizenie wymiaru
uktadu réwnan o 1. W szczegdlnosci, na rozwiazanie dowolnego uktadu 2 x 2.
Oczywiscie znajomos¢ wigkszej liczby niezaleznych rozwiazan pozwala na wigk-
sze obnizenie wymiaru uktadu, a tym samym na rozwigzanie uktadéw o wigkszym
wymiarze.

Zatézmy wigc, ze dla uktadu 2’/ = A(t)x znamy jedno rozwiazanie szczeg6l-
ne ¢1(t). Tworzymy macierz Y (¢), ktéra powstaje z macierzy identycznosciowe;j
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I odpowiedniego wymiaru przez zastapienie pierwszej kolumny wektorem ¢ ().
Nastgpnie robimy podstawienie x(t) = Y (t)y(t). Funkcja y(t) = Y 1(t)x(t)
spetnia réwnanie

y =Yl — vy lY'y e =yl (AY —Y')y.
Korzystajac z faktu, ze ¢ jest rozwiazaniem dostajemy
AY —Y' =AY — (¢1,0,0,...,0) = A(Y — (41,0,0,...,0)),

gdzie zera oznaczaja zerowe wektory kolumnowe w odpowiedniej macierzy. Wyni-
ka stad, ze réwnanie ¢’ = Y1 (AY —Y”)y nie zawiera po prawej stronie zmiennej
y1. Mozna wigc najpierw rozwiazaé uktad dla zmiennych yo, ..., y, a potem do
tego rozwiazania dotaczy¢ y; rozwiazujac dodatkowe réwnanie skalarne.

Zadanie 4.3 Znalez¢ macierz fundamentalng uktadu

= # -1 x
S \2t 0 ’
korzystajac z faktu, ze wektor (1,#2) jest jednym z rozwiazan tego uktadu.

Rozwiazanie:
Korzystajac z metody redukcji rzgdu robimy podstawienie z(t) = Y (¢)y(t), gdzie

Y(t) = (;2 (1)) .

Prowadzi to do nastgpujacego réwnania dla funkcji y(t)

! O _1

Jak fatwo zauwazy¢ réwnanie dla yo ma postaé yh = t2y,. Rozwiazaniem tego
réwnania jest funkcja yo(t) = et’/3. Catkujemy teraz pierwsza sktadowa wektora
y z réwnania yj = —ys2, co daje rozwiazanie w postaci y;(t) = — [ et*/3. Prze-
chodzac do zmiennej z(t) dostajemy

1 0 —fet3/3 —fets/?’
f(t) = <t2 1> eﬁ/a = et3/3 —t2fet3/3 :

Prowadzi to do nastgpujacej macierzy fundamentalne;j

1 _f€t3/3
X(t) = <t2 ot?/3 _t2f€t3/3 :
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Zadanie 4.4 Obliczy¢ wyznacznik Wroriskiego dla pary funkcji f1(t) = (¢,0) i

f2(t) = (t270)'
X(t) = (8 t()?)

Rozwiazanie:
Niech
Elementarny rachunek pokazuje, ze

t 2

0o ol =%

det X (t) = ‘

Z drugiej strony funkcje f i fo sa niezalezne liniowo na catej prostej. Przyktad ten
pokazuje, ze zwiazek pomigdzy liniowa niezaleznoscia funkcji a niezerowa war-
tosci wyznacznika Wroniskiego jest prawdziwa jedynie, gdy rozpatrywane funkcje
sa rozwiazaniami pewnego uktadu liniowych réwnan rézniczkowych.

4.2 Uklady o stalych wspétczynnikach

Zadanie 4.5 Rozwigza¢ uktad réwnan

z warunkiem poczatkowym z(0) = (4, —5), gdzie

—4 -3
R— ( ! 5).
Rozwiazanie:

Znajdujemy wielomian charakterystyczny

_ —4-X =3\ 0 _
p(/\)det< 6 5_/\>)\ A=2=A+1)(A-2).
Warto$ciami wlasnymi sa: Ay = —1, g = 2. Znajdziemy wektory wtasne odpo-
wiadajace tym warto$ciom wiasnym.
1) A\ = —1. Szukamy wektora, takiego ze
-3 -3
DHv = =0.
(R+ I)oy ( ’ 6)1)1 0
Stad

()

i rozwiazaniem jest funkcja (przyjmujemy ¢ = 1)
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2) A2 = 2. Szukamy wektora, takiego ze

-6 -3
(R—2I)U2:( 6 3>’U2:0.

()
2o(t) = 2 <_;> .

Rozwiazania zagadnienia poczatkowego poszukujemy w postaci kombinacji linio-
wej x(t) = crz1(t) + caza(t). Wtedy warunkowi poczatkowemu odpowiada réw-
nanie ¢;(—1,1) +c2(1, —2) = (4, —5). Znajdujac z tego réwnania wartosci ¢; i c2
otrzymujemy poszukiwane rozwiazanie zagadnienia poczatkowego

3et 4 2
(I,'(t) - (_36t o 26215 .

Zadanie 4.6 Znalez¢ rozwiazanie fundamentalne uktadu

Stad

i otrzymujemy rozwiazanie

' = Rz,
gdzie
01 1
R=11 01
1 10
Rozwiazanie:
Znajdujemy wielomian charakterystyczny
-2 1 1
pA)=det | 1 X 1 |=-A+1)2*\-2).
1 1 =X
Wartosciami wtasnymi sa: \; = —1 (pierwiastek podwéjny), Ao = 2. Znajdziemy
wektory wlasne odpowiadajace tym warto$ciom wlasnym.
1) A\ = —1. Jest to pierwiastek dwukrotny. Szukamy wektora wlasnego
111
(R+I)vu=(1 1 1|v;=0.
111

Otrzymujemy tylko jeden zwiazek na wspéirzedne tego wektora. Stad istnieja dwa
liniowo niezalezne wektory wlasne

-1

v =¢ 1
0
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oraz
0
Vg =C 1
-1
Oznacza to, ze funkcje
-1
ri(t)=e [ 1
0
oraz
0
oty =e [ 1
sg rozwiazaniami réwnania.
2) Ao = 2. Szukamy wektora, takiego ze
—2 1 1
(R—2I)vg = 1 -2 1]lv3=0
1 1 -2
Stad
1
v3=c |1
1
i otrzymujemy rozwiazanie
1
z3(t) =e* | 1
1
Macierz fundamentalna ma wigc postaé
—et 0 2t
Xt)y=| et et &
0 7€_t 2t

gdzie
-7 1
r=(23 ).
Rozwiazanie:
Znajdujemy wielomian charakterystyczny

p()\):/\2+12)\—|—37:(/\_|_6_Z')()\_|_6+Zv)_
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Warto$ciami wtasnymi sa: Ay = —6 + 4, Ao = —6 — 1.
Poszukujemy wektora wlasnego dla \;

(R+ (6 —14))vy = <_1;i 111,) vy = 0.

Wektor ten ma posta¢ (pomijamy stata)

- 1 (1 4 0
e+ T\ T )
Otrzymujemy wtedy

1 0 cost
_ 6t e _ 6t
alt)=e <COSt (1> sin <1)> ¢ <cost — sint) ’
0 1 sint
_ 6t : _ 6t
zo(t) =e (cost <1> +sint <1>) =e (sint N cost) :

Z z1(t) i z2(t) otrzymujemy macierz fundamentalna

—6t —6t
e >cost e 2'sint
X() = )
®) <e6t(cos t —sint) e %(cost + sin t))
Zadanie 4.8 ZnaleZ¢ rozwiazanie fundamentalne uktadu
' = Rz,
gdzie
3 4 —10
R=12 1 =2
2 2 =5
Rozwiazanie:

Znajdujemy wielomian charakterystyczny

3-\ 4 ~10
pA)=det| 2 1-X =2 |=-A+1)>*N-1).
2 2 —5-2A

Warto$ciami wtasnymi sa: Ay = —1 (pierwiastek podwdjny), Ao = 1. Znajdziemy
wektory wlasne odpowiadajace tym warto$ciom wtasnym.
1) Ay = —1. Jest to pierwiastek dwukrotny. Szukamy wektora wtasnego

4 4 -10
(R—I—I)m =12 2 -2 |Jvy=0.
2 2 -4
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Otrzymujemy dwa zwiazki na wspélrzedne tego wektora. Stad istnieje jeden linio-
wo niezalezny wektor wlasny

-1
vy =c¢ 1
0
Oznacza to, ze funkcja
-1
r(t)=et[ 1
0

jest rozwiazaniem réwnania. Drugiego niezaleznego liniowo rozwiazania begdzie-
my poszukiwaé w postaci wektora v9, takiego ze

(R + I)’UQ =1,
4 4 -10 —1
2 2 =2 |vy= 1
2 2 —4 0

Z rozwiazania tego rOwnania otrzymujemy

1
Vg = 0
1
2
Oznacza to, ze funkcja
1 -1 1—-t
zo(t) = e vy + (R4 Do) = e*t< o+t 1 ) =e 'l t |,
1 1
2 2
jest rozwigzaniem réwnania.
2) A2 = 1. Szukamy wektora, takiego ze
2 4 -10
(R—I)vgz 2 0 —2 1)3:0.
2 2 —6
Stad
1
v3=c| 2
1

i otrzymujemy rozwigzanie
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Macierz fundamentalna ma wigc postaé

—et (1—tet ¢
X(t) = et te=t  2¢
0 e t/2 el

Mathematica dostarcza wielu narzg¢dzi do rozwiazywania uktadéw réwnan li-
niowych. W kolejnych zadaniach zilustrujemy te mozliwosci na prostych przykta-
dach.

Zadanie 4.9 Znalez¢ rozwiazanie og6lne uktadu

2’ = Rx,
gdzie
5 3 -3
R= 2 4 -5
-4 2 -3
Rozwiazanie:

Rozwiazemy to zadanie w programie Mathematica korzystajac zDSolve. W tym
celu zapisujemy rownanie w postaci uktadu

' =5x + 3y — 3z,
y = 2x + 4y — 52,
2 = —dx + 2y — 3z.

Rozwiazanie otrzymujemy wykorzystujac polecenie DSolve

DSolve [{x’ [t]==5*x[t]+3*xy[t]-3*xz[t],
y' [yl==2xx[t]+4xy[t]-5xz[t],
z' [t]==—4»x[t]+2*y[t]-3*z[t]},
{x[t]l,ylt]l,z[t]l},t]

Mathematica podaje nam wynik zalezny od 3 dowolnych parametréw

{al)= >1e™ (1426 C[1] + 2~ (=1 + e™)C[2] — 2e (=1 + )3,

3 3 3
2 1
ylt]— >2—76—t(f7 + 7e% — 36t)C[1] + 2—76—%20 + 7% 4 72t)C[2] -
1
27&(—7 + 7% + 72)C[3),
4 2
2[t]— > — ﬁe’t(—l + e +18t)C[1] — ﬁe*’f(—l + &% — 36t)C2]+

1
2—76—t(25 + 2% — 72t)C[3]
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Zadanie 4.10 ZnaleZ¢ rozwiazanie zagadnienia poczatkowego dla uktadu

z warunkiem poczatkowym z(0) = (1,1), gdzie

2 0
R— (3 2)_
Rozwiazanie:

Podobnie jak poprzednio przepisujemy réwnanie w postaci uktadu
' =2z,
y = 3x + 2y.
Rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego znajdujemy za pomoca polecenia DSolve

DSolve[{x’ [t]==2xx[t],y’ [t]==3+x[t]+2*y[t],
x[0]==1,y[0]==1},
{x[t]l,yl[t]}, t]

W wyniku otrzymujemy rozwiazanie zagadnienia poczatkowego
{{zlt]= > e, y[t]- > ¥ (1 + 3t)}}

Mathematica pozwala w bardzo efektywny sposéb znajdowac rozwiazania fun-
damentalne uktadéw réwnan liniowych. Stuzg do tego dwa polecenia: Mat ri xExp
oraz Eigensystem.

Zadanie 4.11 ZnaleZ¢ rozwigzanie fundamentalne dla uktadu

2’ = Rx,
gdzie
-1 2 2
R= 2 2 2
-3 -6 —6
Rozwiazanie:

Zaczynamy od zdefiniowania macierzy uktadu

ra={{-1,2,2},{2,2,2},{-3,-6,-6}1};

Wystarczy teraz wykonaé polecenie

MatrixExp[ra t]

aby otrzymac rozwiazanie fundamentalne

{{e™31 (=1 + 2¢?),2e 731 (=1 4 €!), 2e 73 (1 + €')},
{e2H(—1 + ), {e 2 (=1 + 2¢2), e~ 2(—1 + €2)},
[—1+e73 732 — 2¢3), e3L(2 — 3)}}
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Rozwiazemy teraz poprzednie zadanie wykorzystujac polecenie Eigensystem.

Zadanie 4.12 ZnaleZ¢ rozwigzanie fundamentalne dla uktadu

' = Rz,
gdzie
-1 2 2
R= 2 2 2
-3 —6 —6
Rozwiazanie:

Podobnie jak poprzednio definiujemy macierz uktadu
ra={{-1,2,2},1{2,2,2},{-3,-6,-6}};

Korzystajac z polecenia Eigensystem znajdujemy wartoSci wiasne i wektory
wtlasne macierzy ra.

{roots,vectors}=Eigensystem[ra]
Jako wynik otrzymujemy
{{_31_210}1{{_1IOI1}I{_2I110}I{Ol_lll}}}

W pierwszym nawiasie klamrowym znajduja si¢ wartoSci wilasne, a nastgpnie od-
powiadajace im wektory wlasne. Aby otrzymaé macierz fundamentalng nalezy wy-
kona¢ polecenie

Transpose[Exp[roots t]*vectors]

W wyniku otrzymamy rozwiazanie jako zbiér 3 wektoréw

{{—e73t —2e72t0},{0,e 2%, —1},{e73,0,1}}

Zauwazmy, ze to rozwiazanie rézni si¢ od rozwiazania z zadania 4.11. Rozwigzanie
otrzymane w zadaniu 4.11 miato oczekiwane cechy eksponenty macierzy, tj. dla
t = 0 dawalo macierz identyczno$ciowa. Otrzymana powyzej macierz nie ma tej
wlasnoSci. Wystarczy jednak wykona¢ jedna dodatkowa operacje, aby otrzymadé
identyczny wynik

W[t_]=Transpose[Exp[roots t]=*vectors];
W[t].Inverse[W[0]]//MatrixForm

Teraz otrzymujemy juz macierz o tej wlasnosci, ze dla ¢ = 0 daje macierz iden-
tycznoSciowa.

Nastepne kilka zadah pokazuje jak rozwiazuje si¢ niejednorodne réwnania li-
niowe korzystajac z wielowymiarowej wersji metody uzmienniania statych.
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Zadanie 4.13 ZnaleZ¢ rozwiazanie og6lne uktadu

2 = Rz + f,

1 2 24t
R - <2 1) 9 f - <e4t ) °
Rozwiazanie:

Znajdujemy wielomian charakterystyczny

gdzie

p(A):detC;A 1:) — (A + 1A 3).

Wartosciami wlasnymi sa: Ay = —1, A2 = 3. Znajdziemy wektory wtasne odpo-
wiadajace tym warto$ciom wiasnym.
1) Ay = —1. Wektor wtasny

irozwiazaniem jest funkcja

2) A2 = 3. Wektor wiasny

1 otrzymujemy rozwiazanie

1
_ 3t
xo(t) =e <1> .
Otrzymujemy stad macierz fundamentalna uktadu
3t —t
e e
X0 =G ).
Poszukujemy teraz rozwiazania szczeg6lnego réwnania niejednorodnego z(t) =

Xu, gdzie funkcja v spelnia réwnanie v’ = X ~! f. Pierwszym krokiem jest znale-
zienie macierzy odwrotnej X ~!. Obliczamy wyznacznik macierzy det X = —2¢?.

Stad
_ 1 —e7t et
X 1(t):_2€gt<_63t 63t>>

_ 1 [—et —et\ [2e* 1 /3¢t
X 1f:_ﬁ <_€3t e3t> <e4t = 5 et |
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Catkujac réwnanie ' = X ~! f otrzymujemy

1 [15¢t
) =35 (2 ).
1 [e3t et 15et 1 /8ett
zp(t) = Xu = 10 (eSt _e—t> <€5t ) = 5 <7€4t .

Rozwiazanie ogélne jest dane wzorem z(t) = X (¢)C + x,(t), gdzie C jest wek-
torem dowolnych wspétczynnikéw.

czyli

Zadanie 4.14 Znalez¢ rozwigzanie ogdlne uktadu

2 = Rz + f,
gdzie
2 -1 -1 et
R=|1 0 -1), f=10
1 -1 0 et
Rozwiazanie:

Znajdujemy wielomian charakterystyczny

2-\ -1 -1
pAN) =det| 1 X —1]=-XA-12%
I -1 =

Warto$ciami wlasnymi sa: Ay = 0, Ao = 1 (pierwiastek podwdjny). Znajdziemy
wektory wlasne odpowiadajace tym wartoSciom wiasnym.
1) A1 = 0. Wektor wtasny

1
V] = 1
1
i rozwiazaniem jest funkcja
1
T1 (t) = 1
1
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i otrzymujemy rozwigzania

et et
m(t)= et |, x3(t)=10
0 et

1 et et
Xt)={(1 € 0
1 0 €

Poszukujemy teraz rozwigzania szczeg6lnego réwnania niejednorodnego z(t) =
Xu, gdzie funkcja v spelnia réwnanie v/ = X ~! f. Pierwszym krokiem jest znale-
zienie macierzy odwrotnej X —!. Obliczamy wyznacznik macierzy det X = —e?¢.
Stad

. Q2 o2 2t
X 1t) = - e R U I
€ —el et 0
. o2t o2t Q2 ot et _ ¢t
Xflf:—? et 0 et 0 | =[1—e2
€ —et €t 0 et 1

—et—¢t
u(t)y=|t— %6_% ,
t
czyli
1 e e —e t—¢t el(2t —1) — ze*
p(t)=Xu= |1 € 0 t—ge 2 | = ef(t—1)—Le?
1 0 € t el(t—1)—et

Rozwiazanie ogélne jest dane wzorem z(t) = X (¢)C + z,(t), gdzie C jest wek-
torem dowolnych wspétczynnikow.

Zadanie 4.15 ZnaleZ¢ w programie Mathematica rozwiazanie szczegdlne uktadu

2 = Rx + f,
gdzie
0 1 0 t—1
R= 0o o0 1}, f= 2
11 3
-3 3 3 !
Rozwiazanie:

Zaczynamy od zdefiniowania macierzy uktadu
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ra={{0,1,0},{0,0,1},{-3,11/2,3/2}};

Wystarczy teraz wykonac polecenie

W[t_]=MatrixExpl[ra t];

aby otrzymac rozwiazanie fundamentalne. Definiujemy czion niejednorodny
falt_]1={t-1,2,Explt]};

i wykonujemy operacje

x[t_]1=Simplify[W[t].Integrate[Simplify[
]

Inverse[W[t]].fal[t]],t]]

Otrzymujemy wtedy poszukiwane rozwigzanie szczegdlne

1 1 et
—(—109 — 12e* — 66t), =(—5 — 2e! — 6t), —3 — —
{36( € )76( € )7 3}

4.3 Rownania skalarne wyzszego rzedu

Zadanie 4.16 ZnaleZ¢ rozwiazanie zagadnienia poczatkowego
2" — 62" + 112" — 62 =0,

z warunkiem poczatkowym z(0) = 4, 2/(0) = 5, 2 (0) = 9.
Rozwiazanie:
Znajdujemy wielomian charakterystyczny

pAN) =X =6 2+ 1IN —6=(A—1)(A=2)(A—3).
Rozwiazanie og6lne ma postac
z(t) = cret + cpe® + c3e®.
Obliczamy z’ oraz z”
7' (t) = cret + 2¢0€%t + 3cze3t,
() = crel + 4ege®t + 9eget.

Mamy wigc

z(0)=c1 +ca+c3=4,
13/(0) =1+ 2c0 4 3c3 =5,
J/‘”(O) =c1 +4co +9c3 =9.

Rozwiazanie tego uktadu liniowego daje
C1 :4, 02:—1, 63:1.
Rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego jest funkcja

z(t) = el — % + 3.
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Zadanie 4.17 ZnaleZ¢ rozwiazanie ogélne rownania
x'/'—x//+x'—x:0,

Rozwiazanie:
Znajdujemy wielomian charakterystyczny

PN =X =X+ A-1=0U-1)\+1).

Oznacza to, Ze mamy jeden pierwiastek rzeczywisty \; = 1 oraz dwa sprzgzone
pierwiastki zespolone Ao = ¢ 1 A3 = —i. Rozwiazanie ogélne ma wigc postad

x(t) = c1e’ + casint + c3 cost.
Zadanie 4.18 ZnaleZ¢ rozwiazanie ogélne rownania
2" + 32" + 32 +2 =0,

Rozwiazanie:
Znajdujemy wielomian charakterystyczny

pA) =X 43N+ 30 +1=(\+1)>

Oznacza to, ze mamy jeden pierwiastek rzeczywisty potréjny \; = —1. Rozwia-
zanie ogblne ma wigc postaé

z(t) = e ey + cot + c3t?).
Zadanie 4.19 Znale7¢ rozwigzanie ogélne rownania
(4) " " ’_

o\ 4+ 42" + 62" +4x” =0,

Rozwiazanie:
Znajdujemy wielomian charakterystyczny

pA) = A+ AN+ 6X2 A= AN +2) (A + 1) +1).

Oznacza to, ze mamy dwa pierwiastki rzeczywiste A\; = 01 Ao = —2 oraz dwa
sprzezone pierwiastki zespolone A3 = —1 +¢1i Ay = —1 — ¢. Rozwiazanie ogdlne
ma wigc postad

z(t) =c1 + coe 2 4 e (c3sint + ¢4 cost).
Zadanie 4.20 ZnaleZ¢ rozwiazanie ogélne rownania
22" — 3ta’ + 4z = 0,

wykorzystujac fakt, ze x1(t) = t? jest rozwiazaniem szczegdélnym tego réwnania.
Rozwiazanie:
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Postulujemy rozwiazanie w postaci z(t) = c(t)z1(t). Wstawiajac tg postulowana
postaé rozwiazania do réwnania otrzymujemy

t2("xy + 22 + cxll) — 3t(dxy + cal) + dexy =

c(t?x — 3tah + dxy) + o1 (P = 3td) + 2622y =1+ 3¢ =0

Niech z(t) = ¢/(t). Mamy wtedy réwnanie ¢z’ + z = 0, ktérego rozwigzaniem jest
funkcja z(t) = . Stad c(t) = c1 Int+co. Otrzymujemy wigc rozwiazanie ogélne
W postaci

z(t) = et Int 4 cot®.

Mathematica tatwo rozwiazuje rownania n-tego rzgdu pod warunkiem, ze rzad
ten nie jest zbyt wysoki. Ograniczenia sa zwigzane ze znajdowaniem pierwiastkow
wielomianu charakterystycznego, co w ogélnosci jest mozliwe tylko dla wielomia-
néw stopnia co najwyzej 4. Oczywiscie w szczeg6lnych przypadkach Mathematica
rozwigzuje takze réwnania wyzszego rzedu.

Zadanie 4.21 ZnaleZ¢ rozwiazanie og6lne rownania
2" — 62" + 112’ — 62 =0,

wykorzystujac program Mathematica.

Rozwiazanie:

To jest przyktad réwnania, ktére Mathematica rozwiazuje dla dowolnych wspot-
czynnikéw

DSolve[x''"’ [t] —6xx"’[t]+1lxx"[t]l-6xx[t]==0,x[t],t]

Otrzymujemy wtedy rozwiazanie
{{z[t]— > e!C[1] + e2C[2] + 3 C[3]}}

Zadanie 4.22 Znale7¢ rozwiazanie og6lne rownania
2® —102W 4 392" — 742" + 682" — 24z = 0,

wykorzystujac program Mathematica.

Rozwiazanie:

Poniewaz réwnanie jest 5-tego rzedu, to Mathematica moze mie¢ problem z jego
rozwiazaniem. Okazuje si¢ jednak, ze Mathematica znajduje rozwiazanie ogélne.

DSolve [x/ """ [£]-10xx"""" [t]+39+«x"""[t] -T4*xx"'[t]+
68+x’ [t]-24xx[t]==0,x[t],t]

Otrzymujemy wtedy rozwiazanie
{{z[t]— > e!C[1] + €2 C[2] + 2 C[3] + 22C[4] + 3 C[5]}}
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Zadanie 4.23 ZnaleZ¢ rozwiazanie zagadnienia poczatkowego
2" +42' + 42 =0, 2(0)=1,2/(0)=—=

wykorzystujac program Mathematica.

Rozwiazanie:

Takie zagadnienia poczatkowe Mathematica rozwiazuje dla dowolnych wspétczyn-
nikéw

DSolve[{x"' [t

] +4xx’ [t]1+4*x[t]==0,x[0]==1,x" [0]==-1/2},
x[t],t]

Otrzymujemy wtedy rozwigzanie
{{z[t]— > %e_%@ +3t)}}

Mathematica potrafi takze rozwigzywac liniowe réwnania niejednorodne, co po-
kazuje nastgpujace zadanie.

Zadanie 4.24 ZnaleZ¢ rozwiazanie ogélne rownania
g — " — 72’ + 150 = t2e 73" 4 e cos(3t),

wykorzystujac program Mathematica.
Rozwiazanie:
Rozwiazanie znajdujemy standardowa metoda

DSolve[x"""[t] —-x""[t]-7Tx»x"[t] +15*xx[t]==
t"2+Exp[-3*xt]+Exp[2*xt]*xCos[3*t],x[t],t]

Otrzymujemy wtedy rozwiazanie, ktére wyglada na bardzo skomplikowane. To
skomplikowane wyrazenie mozna uprosci¢ poleceniem Simplify (ponizsze po-
lecenie zaktada, ze Mathematica wypisata skomplikowany wzor jako rozwiazanie;
aby nie przepisywac tego wzoru odwotujemy si¢ do niego przez symbol %)

Simplify[%]

Uproszczone rozwigzanie jest nastgpujace

60e—3t 37
_ —3t 2t ) 2t 1154 =3t
{gx[t] > e 1C[3]+e 05[ |Coslt] + e Cg}sm[th oe561 T 1302 T
_3tt2 —3tt3 _ 2t t — 2t Q; t
338°¢ + 3¢ 575¢ Cos|[3t] 575¢ Sin[3t]}}

Wyraz 620865_63; mozna wlaczyé do e~3'C[3] dokonujac dalszego uproszczenia roz-

wigzania.
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Zadania do samodzielnego rozwiqzania
Zadanie 4.25 Pokazac, ze podane nizej funkcje nie sa liniowo zalezne w obszarze
ich okreslonoSci, ale ich wyznacznik Wroniskiego jest réwny zeru:

Q) 11 (t) = t2 dla —1<t<0 () = 0 dla —1<t<0
=90 dia o0<t<1 YTV 2 da 0<t<1

0 dla 0<t<2

b) xl(t)_{ (t—2)? dla 2<t<4

[ (t—-2)% dla 0<t<2

xQ(t)_{o dla 2<t<4
o x1(t) = t3 dla —2<t<0 Ea(t) = 0 dla —2<t<0
W7l o0 dla 0<t<1 2T 2 dla 0<t<1

d) z1(t)=t> dla —1<t<1 22(t)=tt|] dla —-1<t<1

Zadanie 4.26 ZnaleZ¢ macierz fundamentalng réwnania ' = Rz, gdy macierz R
dana jest wzorem:

3 -1 1
a) [1 1 1
4 -1 4
-1 2
b) 1 0 2
-2 1 -1
2 -1 -1
c) 3 -2 -3
-1 1 2
-1 1 -2
d) 4 1 0
2 1 -1
0O 1 -1
e) |1 0 -1
2 2 =3
4 2 =2
Hl11 3 -1
3 3 -1
2 0 —1

g1 -1 o0
3 -1 -1
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Zadanie 4.27 Znalez¢ det exp R, nie obliczajac macierzy exp R, dla ponizszych
macierzy R:

1 0 3

) [-1 2 o

0 1 -1
1 4 2
b [3 1 -1
2 1 -3

Zadanie 4.28 Rozwiaza¢ uktady réwnan niejednorodnych:

2) Ty =29 + 26!
rh =mx + 2

x) = x9 — Hcost
b) zh, =2z

9 = 2T1 + T2

) =2w9—x1+1
c) P

Ty = 3T2 — 211

) =x1 —x9+ 2sint
d) /_2

Ty = 21 — T2

/

T = 271 — T2
e){xé—xl—i-Zet
f o) =2z + 429 — 8

xh, = 3x1 + 622

T = 231 + 39 + 2€
&\ 2l = a1 + 22y — 3et

9 = 1 X2 €

h) ) =221 — 29
xh = 2wy — x1 — Hel'sint

Zadanie 4.29 Rozwiazac ponizsze zagadnienia poczatkowe:

¥y =21+ 22
xh = dxg — 211
21(0) =0, x2(0) = —1

a) {

) =2x1 — 22+ 23
b) x% =z + 23

T3 = To — 213 — 371

.1'1(0) = O, 1'2(0):0, .733(0)21
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Th=x g — 2+t -2
c) { ah=—2xy +4wy+2t2 -4t -7
J/‘l(o) :Oa CCQ(O) =2

@) =z + x9 — cost
d) xh = —2x1 — x9 +sint + cost
r1(0) = 1, x2(0) = -2
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Zadanie 4.30 Rozwiaza¢ uktady rownan, sprowadzajac je do uktadéw pierwszego

rzedu:

xf — 225 +xh+x1 — 322 =0
a) " 1" /
4wy — 2] — 2] — 221 + 522 =0

) —3x1 —4x9 =0
b) .’B”—|—ZC _
9 1+ T2 =
0 2x'1—5x'2—4x2—|—$1:0
3xy —4xh — 21 + 22 =0
] —2x1+329=0
) Ty —x1+ 212 =0
9 1+ 2z =
& x) + 22 —x1 — 229 =0
i+ ab—x14+22=0
f ) + 3z —x1 =0
o) + 3z — 229 =0
xf + 4z — 225 — 221 —22 =0
g) "o o / _
T — Ty —4x] + 225 + 222 =0

h) 227 + 32 + 22 + b + a1+ 22 =0
xf + 32 +4x) + 22l —x1 — 29 =0

Zadanie 4.31 ZnaleZ¢ rozwiazania ogélne rownan jednorodnych:
a) 2 —z =0
b) (6 + 642 =0
c) 2@ + 42" + 32 =0

d) 20 +8204) + 162/ =0

Zadanie 4.32 ZnaleZ¢ rozwiazania og6lne réwnafi niejednorodnych:

a) 3z 4+ 26) =2
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b) 2™ —220) 422" — 22/ 42 =1
c) 2@ — 22" + z = cost

d) 23 — 32" + 32/ — x = et cos 2t

Zadanie 4.33 Rozwigza¢ réwnania niejednorodne, rozktadajac czg¢$¢ niejednorod-
na na sktadniki, a nastgpnie dodajac odpowiednie rozwiazania szczegodlne:

a) 2@ 4220 4 22" 4+ 22 + z = te! + L cost
b) 2 4+ 420) = ¢t + 3sin 2t + 1
c) ) — &) =gt — 1
d) 2 4 20) = ¢ 4 2¢t
Zadanie 4.34 Znalez¢ rozwiazanie uktadu réwnan

taz/l = x1] — 229,

trh = 1 — 239,

Pokazac, ze rozwiazanie odpowiedniego zagadnienia poczatkowego istnieje na ca-
tym R wtedy i tylko wtedy, gdy dane poczatkowe speiniaja warunek 1 (ty) =
2xa(to).

Zadanie 4.35 Réwnanie postaci
ant" 2™ + a1t 2D 4 gt + apr =0

nazywa si¢ jednorodnym réwnaniem Cauchy’ego-Eulera. Pokazaé, ze zamiana
zmiennej niezaleznej s = In ¢ redukuje rownanie Cauchy’ego-Eulera do réwnania
liniowego o stalych wspétczynnikach.

Zadanie 4.36 Korzystajac z wyniku poprzedniego zadania, rozwiaza¢ réwnania
Cauchy’ego-Eulera:

a) t?2" +t' —x =0
b) (t+2)2%2"+3(t+2)2' —3x=0
c) t?22" +ta' + 2 =t(6—Int)

d) 22" +ta' —x =t", m#=+1



Rozdziatl 5

Uklady autonomiczne

Ten rozdziat dotyczy badania wlasnosci autonomicznych uktadéw réwnan. Na po-
czatku zajmiemy si¢ problemem stabilnoSci rozwiazan w sensie Lapunowa. Kolej-
ne zadania po§wigcimy badaniu punktéw krytycznych uktadéw autonomicznych
oraz lokalnym portretom fazowym w otoczeniu punktéw krytycznych. Wszystkie
te zadania beda dotyczyly ukladéw z dwoma zmiennymi zaleznymi, aby odpo-
wiednie portrety fazowe daty sie narysowaé na ptaszczyznie R?. Analizowaé be-
dziemy jedynie uktady réwnan nieliniowych, poniewaz analiza uktadéw liniowych
w dwoéch zmiennych zostata doktadnie opisana w Skrypcie. W ostatniej czgsci roz-
dzialu pokazemy przyklady znajdowania catek pierwszych dla uktadéw nielinio-
wych.

5.1 Stabilnos¢ w sensie Lapunowa

Zadanie 5.1 Zbada¢ stabilno$¢ rozwiazania zagadnienia poczatkowego
¥=1+t—x, z(0)=0.

Rozwiazanie:
Réwnanie jest réwnaniem liniowym, dla ktérego tatwo znajdujemy rozwigzanie
og0lne
z(t) =t+ce .

Z warunku poczatkowego otrzymujemy ¢ = 0, czyli rozwigzaniem zagadnienia
poczatkowego jest funkcja ¢g(t) = t.

Jesli warunek poczatkowy ma postaé z(0) = xo, otrzymamy rozwigzanie
o1(t) = zroe 4+ t.

Jesli |zo| < 6,10 |p1(t) — do(t)] = |zole™ < & = 4, wiec ¢o(t) jest rozwiaza-
niem stabilnym (z definicji). Poniewaz lim; .o, xge~! = 0, wigc rozwiazanie ¢ (t)
jest asymptotycznie stabilne.

Zadanie 5.2 Zbadac stabilno$¢ rozwiazania zagadnienia poczatkowego

' =2t(x+1), z(0)=0.

61
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Rozwiazanie:
Réwnanie jest rownaniem o zmiennych rozdzielonych, dla ktérego tatwo znajdu-
jemy rozwiazanie ogdlne
z(t) = -1+ ce'”.

Z warunku poczatkowego otrzymujemy ¢ = 1, czyli rozwigzaniem zagadnienia
poczatkowego jest funkcja ¢o(t) = —1 + e'”.

Jesli warunek poczatkowy ma posta¢ x(0) = xp, otrzymamy rozwiagzanie
P1(t) = —1 + (wo + 1)et”.

Jesli || < 6, to |1 (£) — ¢o(t)| = |zo|e!”. Poniewaz funkcja e” jest nieogra-
niczona, wigc ¢g(t) nie jest rozwigzaniem stabilnym.

Zadanie 5.3 Zbada¢ stabilnos$¢ potozenia réwnowagi dla réwnania

&' = sin? z.
Rozwiazanie:
Potozenia réwnowagi to stale rozwiazania réwnania. Poniewaz dla z = km, k =
0,41,42, ..., mamy sin? km = 0, wiec wszystkie te punkty sa potozeniami réw-

nowagi. Zbadamy jedynie potozenie réwnowagi z(t) = 0.
Catkujac réwnanie z warunkiem x(0) = z( otrzymujemy ctgx = ctgxo — ¢,
czyli
x = arcctg(ctg zg — t).

Poniewaz

lim z(t) = lim arcctg(ctgzo —t) =,
t—o0 t—00

wigc rozwiazanie x(t) = 0 nie jest stabilne.

Zadanie 5.4 Zbadac stabilno$¢ rozwigzania zerowego dla uktadu

/ —_—

T = x—2y+x2y2,
1 1 4

I— —_ _
Yy = 2y 2:1:y.

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze para funkcji z(t) = 0, y(t) = 0 jest rozwiazaniem tego uktadu
réwnan. Aby zbada¢ stabilno$¢ tego rozwiazania skonstruujemy funkcje¢ Lapunowa
dla tego uktadu. Wtasciwej funkcji Lapunowa bgdziemy poszukiwac wsrdd funkcji
postaci V(z,y) = ax? + by?. Mamy wtedy
%f/ =2az(—z — 2y + 2*y?) + 2by (v — %y - %x?’y) =

— (2ax* + by?) + (b — 2a)(2zy — x3y?).

Biorac b = 2a oraz a > 0 dostajemy

dVv
E = —261(]}2 + yQ)
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Oznacza to, ze dla (x,y) # (0,0) mamy % < 0, co pokazuje, ze rozwigzanie
zerowe jest asymptotycznie stabilne.

Zadanie 5.5 Zbadac stabilnos$¢ rozwiazania zerowego dla uktadu

ol = —zy’,

y =aly.

Rozwiazanie:

Para funkcji z(t) = 0, y(t) = 0 jest rozwigzaniem tego uktadu réwnan. Aby zba-
dac stabilnos¢ tego rozwigzania skonstruujemy funkcje Lapunowa dla tego uktadu.
Ze wzgledu na postaé prawych stron réwnarn jako funkcje Lapunowa wybieramy
funkcje V (z,y) = z* + y*. Mamy wtedy

dv
— = 4’ (cay') + 4P (a'y) = ~a'y' +4a'y' = 0.
Wynika stad, ze
dav
— =0.
dt

Oznacza to, ze rozwiazanie zerowe jest stabilne, ale nie jest asymptotycznie stabil-
ne.

Zadanie 5.6 Zbada¢ stabilnos$¢ rozwigzania zerowego dla uktadu

¥ =y—z+ay,

y':x—y—x2—y3.

Rozwiazanie:

Para funkcji z(t) = 0, y(¢) = 0 jest rozwiazaniem tego uktadu réwnan. Aby zba-
da¢ stabilnos¢ tego rozwiazania skonstruujemy funkcje Lapunowa dla tego uktadu.
Ze wzgledu na postaé prawych stron réwnan jako funkcje Lapunowa wybieramy
funkcje V (z,y) = 22 + y?. Mamy wtedy

av
— = 2o(y—wtay)+2y(r—y—a”—y®) = —a’—y’—y'+ 20y = —(2-y)" —y".
Wynika stad, ze

av

- < 0’

dt

czyli rozwiazanie zerowe jest stabilne. Ponadto dla (z,y) # (0,0) mamy Cﬁl—‘t/ <0,
wigc rozwigzanie zerowe jest asymptotycznie stabilne.
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5.2 Punkty krytyczne
Zadanie 5.7 Zbadaé charakter punktéw krytycznych uktadu

¢ =x(y+1),
y = —ylx+1).

Rozwiazanie:
Rozpoczynamy od znalezienia punktéw krytycznych, czyli rozwiazania uktadu

z(y+1) =0,
—y(z+1)=0.
Uktad ten ma dwa rozwiazania, czyli istnieja dwa punkty krytyczne (0,0)1i (—1,—1).

Aby zbada¢ charakter tych punktéw dokonujemy linearyzacji uktadu. Linearyzacja
wokét punktu (0, 0) daje uktad liniowy

= Oh z+ oh Yy
O0x l(zy)=00) 0y lzy=000""
y' = 95 z+ 22 y
O l(zy)=00) 0y lzy=000""

gdzie fi(z,y) = z(y + 1) a fa(x,y) = —y(z + 1). Po wykonaniu wskazanych
r6zniczkowan dostajemy uktad

Punkt krytyczny (0,0) dla tego uktadu liniowego jest siodtem. Poniewaz siodto
jest punktem hiperbolicznym, to takze dla uktadu nieliniowego punkt (0, 0) bedzie
siodlem.

Zbadamy teraz charakter punktu krytycznego (—1, —1). Linearyzacja wokét
tego punktu daje

o0f1 df1
== r+1)+ == +1),
ox (x,y>:<—1,—1>( ) Oy (z,y):(—l,—n(y )

0f2 df2
=== r4+1)+ == +1),
Y= 0 (m,y>:<—1,—1>< ) Oy (x,y)=(—1,—1>(y )

Po wykonaniu rézniczkowan dostajemy uktad

o' =—(y+1),
v =(z+1)

Punkt krytyczny (—1, —1) dla tego uktadu liniowego jest Srodkiem. Poniewaz $ro-
dek nie jest punktem hiperbolicznym, to nie mozemy na podstawie analizy uktadu
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zlinearyzowanego wnioskowaé o charakterze punktu krytycznego uktadu nielinio-
wego.

Aby zbadad charakter punktu (—1, —1) bedziemy analizowa¢ uktad nieliniowy.
Zauwazmy, ze nasz uktad jest rOwnowazny nastgpujacemu réwnaniu

dy y(r +1)
dx z(y+1)
Jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych, ktére mozna tatwo scatkowad
y+1
Y

1
dy = Tt dx.
x

W wyniku dostajemy

y+Iny=—-x—Inzx+c,
czyli rozwigzanie ma posta¢ xye”e?¥ = c. Mozna zauwazy¢, ze funkcja F'(z,y) =
xye”e¥ ma minimum w punkcie (—1, —1) a jej poziomice potozone blisko tego mi-
nimum tworza zamknigte krzywe. Oznacza to, ze punkt (—1, —1) takze dla uktadu
nieliniowego jest Srodkiem.

Zadanie 5.8 Zbada¢ charakter punktéw krytycznych uktadu

a' =y,
y’ = —z + 23

Rozwiazanie:

Rozpoczynamy od znalezienia punktéw krytycznych, czyli rozwiazania uktadu

y=0,
3 _
—x+x° =0.

Uktad ten ma 3 rozwiazania, czyli istnieja 3 punkty krytyczne (0,0), (1,0)i (—1,0).
Aby zbada¢ charakter tych punktéw dokonujemy linearyzacji uktadu. Linearyzacja
wokét punktu (0, 0) daje uktad liniowy

/
r =Y,

Yy = —.

Punkt krytyczny (0, 0) dla tego uktadu liniowego jest Srodkiem. Poniewaz Srodek
nie jest punktem hiperbolicznym, to nie mozemy na podstawie analizy uktadu zli-
nearyzowanego wnioskowac o charakterze punktu krytycznego uktadu nieliniowe-
go.

Zbadamy teraz charakter punktu krytycznego (1,0). Linearyzacja wokét tego
punktu daje
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Punkt krytyczny (1,0) dla tego uktadu liniowego jest siodtem. Poniewaz siodto
jest punktem hiperbolicznym, to takze dla uktadu nieliniowego punkt (0, 0) bedzie
siodiem.

Zbadamy teraz charakter punktu krytycznego (—1, 0). Linearyzacja wokét tego
punktu daje

2 =y,
Yy =2(z+1).

Punkt krytyczny (—1,0) dla tego uktadu liniowego jest takze siodtem. Poniewaz
siodlo jest punktem hiperbolicznym, to takze dla uktadu nieliniowego punkt (—1, 0)
bedzie sioditem.

Aby zbada¢ charakter punktu (0,0) bedziemy analizowaé uktad nieliniowy.
Zauwazmy, ze nasz uktad jest rOwnowazny nastgpujacemu rownaniu

dy_:v?’—x

dx Y
Jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych, ktére mozna tatwo scatkowaé

ydy = (2% — z)d.
W wyniku dostajemy
2

L 4 2
T 23: +y  =c

Funkcja F(z,y) = 22 — 2% 4+ y? = 22(1 — 2%/2) + y* ma maksimum lokalne w
punkcie (0, 0) a jej poziomice potozone blisko tego maksimum tworza zamknigte
krzywe. Oznacza to, ze punkt (0, 0) takze dla uktadu nieliniowego jest Srodkiem.

Zadanie 5.9 Zbadaé charakter punktéw krytycznych uktadu
¥ =axy —4,
Y =(z—4)(@y - =)

Rozwiazanie:
Rozpoczynamy od znalezienia punktéw krytycznych, czyli rozwiazania uktadu

zy —4 =0,
(2 — 4)(y — ) = 0.

Uktad ten ma 3 rozwiazania, czyli istnieja 3 punkty krytyczne (2,2), (—2,—2) i
(4,1). Aby zbada¢ charakter tych punktéw dokonujemy linearyzacji uktadu. Line-
aryzacja wokét punktu (2, 2) daje uktad liniowy
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Punkt krytyczny (2,2) dla tego uktadu liniowego jest siodtem. Poniewaz siodto
jest punktem hiperbolicznym, to takze dla uktadu nieliniowego punkt (2, 2) bedzie
siodtem.

Zbadamy teraz charakter punktu krytycznego (—2, —2). Linearyzacja wokot
tego punktu daje

¥ =-2(x+2)—2(y+2),
Yy =6(x+2)—6(y+2).

Wielomian charakterystyczny dla tego uktadu ma postaé A\?> + 8\ + 24 = 0, a
jego pierwiastkami sa A\ = —4 + 21/2i oraz Ay = —4 — 21/2i. Wynika stad,
ze punkt krytyczny (—2, —2) dla uktadu liniowego jest ogniskiem stabilnym. Po-
niewaz ognisko jest punktem hiperbolicznym, to dla uktadu nieliniowego punkt
(—2, —2) bedzie stabilnym punktem krytycznym. Moze by¢ to zaréwno ognisko
stabilne jak wezet stabilny (tw. Grobmana-Hartmana tego nie rozstrzyga).

Zbadamy teraz charakter punktu krytycznego (4, 1). Linearyzacja wokét tego
punktu daje

o' = (v —4) +4(y - 1),

y =-3(z —4).
Wielomian charakterystyczny dla tego uktadu ma postaé A\ — X\ + 12 = 0, a je-
go pierwiastkami sa \; = % + 147 oraz Ao = % — 11/47. Wynika stad, ze punkt
krytyczny (4, 1) dla uktadu liniowego jest ogniskiem niestabilnym. Poniewaz ogni-
sko jest punktem hiperbolicznym, to dla uktadu nieliniowego punkt (4, 1) bedzie

niestabilnym punktem krytycznym. Moze by¢ to zaréwno ognisko niestabilne jak
wezel niestabilny.

Zadanie 5.10 Zbada¢ charakter punktéw krytycznych uktadu
.I/ = 41'(3/ - 1)’
y = y(x+a?).

Rozwiazanie:

Rozpoczynamy od znalezienia punktéw krytycznych, czyli rozwiazania uktadu
y(z +a%) = 0.

Uktad ten ma nietypowe rozwiazania. Jednym z rozwiazain jest punkt (—1,1),

précz tego rozwigzaniem jest cata prosta punktéw o wspétrzednych (0, ¢), gdzie
¢ € R. Linearyzacja wokét punktu (—1, 1) daje uktad liniowy

2= —4(y - 1),
v =—(z+1).
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Punkt krytyczny (—1, 1) dla tego uktadu liniowego jest siodtem. Poniewaz siodto
jest punktem hiperbolicznym, to takze dla uktadu nieliniowego punkt (—1,1) be-
dzie siodtem.

Zbadamy teraz charakter nieprostych punktéw krytycznych (0, c). Aby zba-
da¢ charakter tych punktéw bedziemy analizowali uktad nieliniowy. Zauwazmy,
ze nasz uklad jest rtéwnowazny nastgpujacemu réwnaniu

dy y(z + 2?)
dr  4dx(y—1)

Jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych, ktére mozna tatwo scatkowaé

-1 2
Y dy = T dx.
Y 4z
W wyniku catkowania dostajemy
1 L, s o—y+(z+1)2/8
y—lnyzz(x—k?r)—kc, czyli ye ™Y =c

Funkcja ye‘y+(m+1)2/ 8 = ¢ wyznacza w otoczeniu punktu (0, y) ksztatt krzywych
catkowych. Analizujac pochodne 2’ oraz y’ w otoczeniu takich punktéw zauwaza-
my, ze dlaxz > 01y > 1 trajektorie odchodza od prostej x = 0,dlaxz > 01y < 1
trajektorie zblizaja si¢ do prostej x = 0. Dla x < 0 zachowanie jest analogiczne,
gdy y > 1 trajektorie odchodza od prostej z = 0 a dla y < 1 trajektorie zblizaja
sig do prostej x = 0. Wynika stad, ze takze dla uktadu nieliniowego punkty (0, ¢)
sa nieprostymi punktami krytycznymi.

Mathematica jest bardzo pomocna przy znajdowaniu portretow fazowych dla
uktadéw réwnan rézniczkowych. Przede wszystkim mamy do dyspozycji pole-
cenie VectorPlot, ktére daje obraz pola wektorowego uktadu 2 x 2 (jest tez
polecenie VectorPlot 3D, ktdre tworzy tréjwymiarowe pola wektorowe, ale ta-
kich przyktadéw nie bedziemy rozpatrywali). Mamy takze kilka polecefi tworza-
cych wykresy rozwiazan: ParametricPlot — dla rozwiazan podanych w for-
mie parametrycznej jako para funkcji (x(¢),y(t)), ContourPlot — dla rozwia-
zaii podanych w postaci funkcji dwu zmiennych f(x,y) oraz rozwiazan poda-
nych przez réwnanie f(x,y) = 0. Przede wszystkim dysponujemy poleceniem
StreamPlot, ktére tworzy portret fazowy dla uktadu dwuwymiarowego. W przy-
ktadowych zadaniach bgdziemy si¢ najczesciej postugiwali tym ostatnim polece-
niem. Pokazemy jednak takze przyktady, jak mozna znaleZ¢ portret fazowy wyko-
rzystujac bezposrednio polecenia tworzenia rysunkéw krzywych fazowych z otrzy-
manych rozwiazan.

Zadanie 5.11 Narysowac portret fazowy dla uktadu

=y +1),
Yy =—y(z+1).
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Rozwiazanie:

To jest uktad z zadania 5.7, ktérego punktami krytycznymi sa (0,0) i (—1,—1).
Z zadania 5.7 wiemy, ze punkt (0,0) jest siodlem a punkt (—1,—1) Srodkiem.
Rozpocznijmy od narysowania pola wektorowego tego réwnania.

VectorPlot [{xx (y+1),-y*x(x+1)},{x,-2,1},{y,-2,1}]

W wyniku otrzymujemy pole wektorowe pokazane na Rys. 5.1
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Rysunek 5.1: Pole wektorowe dla réwnania z Zadania 5.11

Znajac postaé pola wektorowego oraz domyslajac si¢ na tej podstawie prze-
biegu krzywych catkowych mozemy scatkowaé nasz uklad numerycznie z odpo-
wiednimi warunkami poczatkowymi a nastgpnie narysowac otrzymane krzywe cat-
kowe. Mozna jednak otrzymaé posta¢ krzywych fazowych wykonujac polecenie
StreamPlot

StreamPlot [ {x* (y+1),-y* (x+1)},{x,-2,1},{y,-2,1}]
W wyniku otrzymujemy portret fazowy pokazany na Rys. 5.2

Zadanie 5.12 Narysowac portret fazowy dla uktadu

Y,

2 =
y' = fx+:v3.

Rozwiazanie:
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Rysunek 5.2: Zadanie 5.11. Portret fazowy otrzymany poleceniem St reamPlot

To jest uktad z zadania 5.8, ktérego punktami krytycznymi sg punkty (0, 0), (1,0) i
(—1,0). Z zadania 5.8 wiemy, ze punkty (1,0) i (—1,0) sa siodtami a punkt (0, 0)
jest srodkiem. Rozpocznijmy od narysowania pola wektorowego tego réwnania

VectorPlot [{y,—x+x"3},{x,-2,2},{y,—2,2}]

W wyniku otrzymujemy pole wektorowe pokazane na Rys.5.3

Znajac postac pola wektorowego oraz domyslajac si¢ przebiegu krzywych cat-
kowych mozemy chcie¢ scatkowaé ten uktad numerycznie z odpowiednimi warun-
kami poczatkowymi a nastgpnie narysowac otrzymane krzywe catkowe. Z ksztattu
pola wektorowego wida¢ jednak, ze jesli nie chcemy roztozy¢ naszego catkowa-
nia na bardzo wiele szczegdlnych przypadkéw, to trudno jest dotrze¢ do otoczenia
punktu (0, 0).

Poniewaz w zadaniu 5.8 otrzymali§my rozwigzanie w postaci funkcji uwiktane;j
F(z,y) = 22 — 2*/2 + y? = ¢, to mozemy narysowac portret fazowy wykorzy-
stujac polecenie ContourPlot.

ContourPlot [x"2-x"4/2+y"2,{%x,-2,2},{y,-2,2},
Contours->40,
ContourShading->False, ContourStyle->Black]

W wyniku otrzymujemy obraz krzywych catkowych pokazany na Rys. 5.4.
Na koniec zobaczmy, jak wyglada portret fazowy otrzymany w wyniku wyko-
nania polecenia St reamPlot.

StreamPlot [{y, —x+x"3}, {x,-2,2},{y,—2,2}]
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Rysunek 5.4: Zadanie 5.12. Portret fazowy otrzymany poleceniem ContourPlot
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Rysunek 5.5: Zadanie 5.12. Portret fazowy otrzymany poleceniem St reamPlot
W wyniku otrzymujemy portret fazowy pokazany na Rys.5.5.

Zadanie 5.13 Naszkicowac portret fazowy dla uktadu

4,
4y — ).

¥ =zy—
y = (-
Rozwiazanie:

To jest uktad z zadania 5.9, ktérego punktami krytycznymi sg (2,2), (—2,—2) i
(4,1). Z zadania 5.9 wiemy, ze punkt (2, 2) jest siodtem, punkt (—2, —2) punktem
krytycznym stabilnym a punkt (4, 1) punktem krytycznym niestabilnym. Z analizy
uktadu zlinearyzowanego nie umiemy okresli¢ doktadniej charakteru tych dwoéch
ostatnich punktéw krytycznych. Rozpocznijmy od narysowania pola wektorowego
tego réwnania.

VectorPlot[{x*y—4,(X—4)*(y—X)},{X1—3,5}/{y/—3/3}r
VectorPoints—>15]

W wyniku otrzymujemy pole wektorowe pokazane na Rys.5.6

Z ksztattu pola wektorowego widac, ze numeryczne catkowanie tego réwnania
bedzie wymagato podzielenia obszaru catkowania na kilka odrebnych obszaréw. Z
drugiej strony, interesujace jest przede wszystkim zachowanie krzywych fazowych
w otoczeniu punktéw krytycznych (—2, —2) i (4, 1). Aby zbadaé krzywe catkowe
w otoczeniu punktu (4, 1) mozemy rozwazy¢ krzywe startujace z punktéw (z, 1),
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Rysunek 5.6: Pole wektorowe dla réwnania z Zadania 5.13

dla x € [4.01,4.46]. Odpowiednia analiz¢ wykonamy oczywiscie przy pomocy
programu Mathematica.

Rozpoczynamy od zdefiniowania procedury, ktéra bedzie znajdowata rozwia-
zania numeryczne dla réznych warunkéw poczatkowych oraz tworzyta wykresy
tych rozwiazan.

solutional[s_] :=Module[{solt,x,vy,t},
egone=x’' [t]==x[t]*y[t]-4;
egtwo=y’ [t]==(x[t]-4)*x(y[t]-x[t]);

solt=NDSolve[{egone, egtwo,
x[0]== s,y[0]==1},
{x[t]l,ylt]l},{t,0,20};
ParametricPlot [{x[t],y([t]}/.solt,
{t,0,20}, Compiled->False,
PlotRange—->{{-2.5,6.5},{-3,3}1}1]

Nastepnie tworzymy odpowiednig tablice wynikéw i rysujemy wykres (Rys. 5.7).

grapha =Table[solutiona(s], {s,4.01,4.46,0.03}1;
Show [grapha,
DisplayFunction->$DisplayFunction]

Z otrzymanego wykresu wida¢ juz wyraZnie, jak zachowuja si¢ krzywe catkowe
startujace z otoczenia punktu niestabilnego (4,1). W szczegdlnosci jest jasne, ze
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Rysunek 5.7: Zadanie 5.14. Portret fazowy — rozwiazanie parametryczne

takze dla uktadu nieliniowego punkt (4, 1) jest niestabilnym ogniskiem. Na podsta-
wie tego wykresu wydaje si¢ takze, ze punkt stabilny (—2 — 2) jest stabilnym ogni-
skiem. Aby potwierdzi¢ to przypuszczenie narysujemy portret fazowy otoczenia
punktu (—2, —2) w powigkszeniu modyfikujac wyswietlany obszar oraz warunki
poczatkowe w funkcji solutiona. Modyfikacje te maja postac

x[0]== -2.05,y[0]==s
PlotRange->{{-2.1,-1.9},{-2.1,-1.9}}

Modyfikujemy takze obszar zmienno$ci parametru s
grapha =Table[solutional[s], {s,-1.9,-2.1,0.01}1;

W wyniku otrzymujemy portret fazowy pokazany na Rys. 5.8. Z tego rysunku
widad, ze punkt (—2, 2) jest rzeczywiscie stabilnym ogniskiem.

Zadanie 5.14 Naszkicowac portret fazowy dla uktadu

1
r_ .. L 3
r =z 3:c Y,
y =x—3y+1.

Rozwiazanie:
To zadanie rozwiazemy od poczatku wykorzystujac program Mathematica. Po-
szczegblne polecenia programu Mathematica beda oddzielane komentarzami, ale
nalezy je traktowac, tak jakby byly kolejno wpisywane do programu. W szczeg6l-
nosci oznacza to, ze zdefiniowane zmienne zachowuja swoje wczesniejsze wartoSci
przy kolejnych operacjach.

Rozpoczniemy od poszukiwania punktéw krytycznych.
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Rysunek 5.8: Zadanie 5.13. Portret fazowy w otoczeniu punktu (—2, —2)

flx_,y_1=x-x"3/3-y;
glx_,y_1=x-3xy+1;
roots=Solve[{f[x,y]==0,g[x,y]==0}]

W wyniku wykonania tego polecenia otrzymujemy punkty krytyczne (1,2/3),
(_1‘2“/57 3+138\/g) i (_15*/5, 3_5’8‘/5). Aby zbadaé charakter tych punktéw krytycz-
nych dokonujemy linearyzacji uktadu.

linmatrix={{D[f[x,vy],x],DIf[x,v],v]},
{Dlglx,y],x],Dlglx,y]l,v]}};
MatrixForm[linmatrix]

W wyniku dostajemy macierz uktadu zlinearyzowanego

1—22 —1
1 -3

Obecnie mozemy zbada¢ charakter kazdego punktu krytycznego.
el=Eigenvalues|[linmatrix/.roots[[1]]]

W wyniku otrzymujemy warto$ci wlasne macierzy odpowiadajace punktowi kry-
tycznemu (1,2/3). Warto$ciami tymi sa _3‘*2"/5 oraz _35 2. Poniewaz obie war-
tosci wlasne sa ujemne oznacza to, ze punkt (1,2/3) jest stabilnym punktem kry-

tycznym.

e2=Eigenvalues|[linmatrix/.roots[[2]]]
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W wyniku otrzymujemy wartoSci wlasne macierzy odpowiadajace punktowi kry-

—1+v5 343V56

tycznemu (=52, >4 ). Wartosciami tymi sa

TV VIHVEVITVE T+ VE— V1 +V5V/9 445
1 ’ 1 '

Policzenie przyblizonych wartosSci liczbowych tych wartosci wtasnych pokazuje,
—1+v5 3+3V5 )
2 18

ze jedna z nich jest dodatnia a druga ujemna. Oznacza to, ze punkt (
jest siodtem.

)

e3=Eigenvalues|[linmatrix/.roots[[3]]]

W wyniku otrzymujemy warto$ci wlasne macierzy odpowiadajace punktowi kry-

tycznemu (%‘/5, %) Warto$ciami tymi sa

T+ VE+V-1+VV-9+V5  —T+vV6-V-1+v5V/-9+V5
4 ’ 4 ’
Policzenie przyblizonych wartosci liczbowych tych wartosci wtasnych pokazuje,
ze sa to liczby zespolone z ujemna czeScig rzeczywista. Oznacza to, ze punkt
(_15‘/5, 3_138‘/5) jest stabilnym punktem krytycznym.
Znalezienie portretu fazowego jest mozliwe jedynie przez numeryczne oblicze-
nie krzywych catkowych. Definiujemy procedurg, ktéra bedzie znajdowata rozwia-
zania numeryczne dla réznych warunkéw poczatkowych oraz tworzyta wykresy

tych rozwiazan.

solutionb[s_] :=Module[{solt,x,vy,t},
eqone=x’' [t]==x[t]-x[t]"3/3-y[t];
eqgtwo=y’ [t]==x[t]-3xy[t]+]1;
solt=NDSolve[ {egone, egtwo,
x[0]==s+Cos[20%s]+0.8,
y[0]==2%xSin[40*s*xPi —-Pi/21]1},
{x[t]l,y[t]l},{t,0,20}];
ParametricPlot [{x[t],y[t]}/.solt,
{t,0,20}, Compiled->False,
PlotRange->{{-3,3},{-3,3}}1]

Nastepnie tworzymy odpowiednia tablice wynikéw oraz rysunek (Rys. 5.9).

graphb=Table[solutionb[s], {s,0.1,3,0.025}1;
Show [graphb,
DisplayFunction->$DisplayFunction]

Jak widaé rysunek ten nie jest bardzo czytelny. Podobnie jest z portretem fa-
zowym otrzymanym przy pomocy polecenia St reamPlot pokazanym na Rys.
5.10.

StreamPlot [ {x* x"3/3-y,x-3*y+1}, {x,-3,3},{y,-3,3}]

Wida¢ z tych rysunkéw, ze bez znajomosci charakteru poszczegélnych punk-
tow krytycznych trudno bytoby je poprawnie zinterpretowac.
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Rysunek 5.9: Portret fazowy dla réwnania z Zadania 5.14
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Rysunek 5.10: Zadanie 5.14. Portret fazowy otrzymany poleceniem St reamPlot
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5.3 Calki pierwsze

Zadanie 5.15 ZnaleZ¢ catki pierwsze dla uktadu réwnan

o=
22—y’
/ Yy

:2x—y'

Y

Rozwiazanie:
Zauwazamy, ze uktad mozna zamieni¢ na jedno réwnanie o zmiennych rozdzielo-
nych
dy y
dr
Calkowanie tego réwnania daje rozwiazanie y = cx, co mozna zapisa¢ w posta-
ci % = c. Ostatnie réwnanie opisuje nam rodzing catek pierwszych dla naszego

uktadu.

Zadanie 5.16 ZnaleZ¢ catki pierwsze dla uktadu réwnai

oYy —2)

tx+y)’
,_z(@—y)
v= tx+y)

Rozwiazanie:
Ten uktad tez mozna zamieni¢ na jedno rownanie o zmiennych rozdzielonych

@_1‘

dx Y

Calkowanie tego réwnania daje rozwiazanie xy = c. ROwnanie to opisuje nam
rodzing calek pierwszych dla naszego uktadu.

Zadanie 5.17 Znalez¢ calki pierwsze dla uktadu réwnan

; Int

r=—-——-,
2x

,  Int—2z

Y= "9

Rozwiazanie:
Poniewaz prawe strony rownan zaleza od ¢, musimy poszukiwac¢ catki pierwszej
zaleznej od czasu. Jesli U (¢, z, y) jest calka pierwsza, to funkcja ta spetnia réwna-

nie
oU 8Ulnit 8£lnt — 2z

ot Ox 2 + oy 2 =0 SR
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Jest to réwnanie o pochodnych czastkowych i jego rozwiazanie wydaje si¢ byé
trudniejsze niz rozwigzanie wyjsciowego uktadu rownan zwyczajnych. Stwierdze-
nie to jest w ogélnosci prawdziwe, ale w pewnych przypadkach rozwigzanie row-
nania (5.1) nie jest takie trudne.

Pierwsza obserwacja jaka uczynimy jest zwiazek migdzy réwnaniem (5.1) a
wyjSciowym ukladem réwnai zwyczajnych. Réwnanie (5.1) opisuje pewna hi-
perpowierzchni¢ zalezng od 3 zmiennych (¢, x,y). Rozwazmy na tej powierzchni
krzywa parametryzowang paramatrem s. Rownanie tej krzywej ma forme uktadu
réwnan zwyczajnych

% = fo(t,l’,y),

d

d—i = it z,y), (5.2)
d

IZ = f2(t7$7y)

Jesli prawe strony tych réwnaf wyznaczymy z naszego wyjsciowego uktadu

dt

— =1

ds ’

de_ _Ins (5.3)
ds 2x

@ B Ins — 2z

ds 2z

to wstawiajac je do réwnania (5.1) otrzymamy réwnanie

dU
I 0.
Oznacza to, ze powierzchni¢ U(t,x,y) mozna “utkaé” z krzywych catkowych
uktadu (5.3). To spostrzezenie nie posuwa nas specjalnie do przodu, bo w dalszym
ciagu musimy rozwiaza¢ uktad réwnan identyczny z wyjsciowym (dokonali$my
tylko “zmiany nazwy” zmiennej ¢ na s).

Rozwiazania problemu mozemy jednak poszukiwac inaczej. Cofnijmy si¢ do
ogolnego uktadu (5.2). Wyobrazmy sobie, ze znaleZliSmy takie wspotczynniki Ag,
A1 1 A9 (nie koniecznie stale), ze

Aofo(t,,y) + M fi(t,z,y) + Aafo(t, z,y) = 0 (5.4)
i jednocze$nie
dt d d Aodt + Aidx + Aod dG(t
Nt By, dedt hde £ dady  dG(Lay) (s
ds ds ds ds ds

Z réwnaii (5.4) i (5.5) wynika oczywiscie, ze “CUIY — 0 czyli G(t,2,y) =

U(t,x,y) + c. Oznacza to, ze znalezliSmy catke pierwsza.
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Znalezienie wspolczynnikow Ag, A1 1 A2 nie jest tatwe. Pomocne przy znaj-
dowaniu wiasciwej kombinacji moze by¢ zapisanie uktadu (5.2) w postaci syme-

trycznej
dt dx dy

fo(t,(lﬁ,y> fl(tvxay) fg(t,.f,y)'
Mozna wtedy zauwazyé, ze pewne pary rownosci nie zaleza od trzeciej zmien-
nej, co pozwala znaleZ¢ funkcje G jako funkcje jedynie dwdch zmiennych. Sy-
metryczny zapis uktadu réwnain moze tez utatwié zgadnigcie dobrej kombinacji
wspoétczynnikow.
Pokazemy ponizej realizacje takich mozliwosci dla naszego wyjsciowego ukta-
du. W tym celu zapisze uktad w postaci symetrycznej (5.6).

e dx dy
2¢v —1Int Int-—2z"

(5.6)

Latwo zauwazy¢, ze biorac réwnos¢ pierwszych dwéch utamkéw dostajemy cal-

kowalny uktad
dt — dx

2z —1Int’
Catkowanie tego uktadu daje catke pierwsza

czyli 2xdr = —Intdt.

Ui(t,z) =t(lnt — 1) + 22 = c.

Druga caltke pierwsza mozna otrzymaé zauwazajac, ze kombinacja ze wspéiczyn-
nikami 1 daje
1-2z)+1-(—Int)+1-(Int —2x) = 0.

Z drugiej strony
1l-dt+1-de+1-dy=d(t+z+y).

Oznacza to, ze funkcja
Uat,zy) =t +a+y=c
jest druga calka pierwsza.

Zadanie 5.18 Znalez¢ calki pierwsze dla uktadu réwnan

o 5t—3y’
4y — bx
, dx—A4t
y = :
4y — bx

Rozwiazanie:
Poniewaz prawe strony réwnan zaleza od ¢, musimy poszukiwaé calki pierwszej
zaleznej od czasu. W tym celu zapisze uklad w postaci symetryczne;j

d  de  dy
4y —5x 5t —3y 3z — 4t
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Latwo zauwazy¢, ze kombinacja ze wspétczynnikami 3, 4, 5 daje
3-(dy—bx)+4-(5t—3y)+5-(3x—4t) = 0.
Z drugiej strony
3-dt+4-dx+5-dy=d(3t+ 4z + by).
Oznacza to, ze funkcja
Ui(t,z,y) =3t+4z+5y=c

jest calka pierwsza.
Aby znale7¢ druga catke pierwsza zauwazmy, ze kombinacja ze wspdtczynni-
kami 2¢, 2z 1 2y daje

2t - (4y — bx) + 2z - (5t — 3y) + 2y - (3z — 4t) = 0.
Z drugiej strony
ot - dt + 2z - dx + 2y - dy = d(t* + 2% + y°).
Oznacza to, ze funkcja
Us(t,z,y) =t* +2° +y* = ¢

jest druga catka pierwsza.

Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 5.19 Udowodni¢ twierdzenie, nazywane twierdzeniem Lapunowa o nie-
stabilnosci.

Niech dana bedzie funkcja V' (x) klasy C* w pewnym zbiorze @, bedacym otocze-
niem poczatku uktadu wspétrzgdnych. Jesli funkcja V' (z) spetnia warunki:

1) V(0) =0,
2) dla kazdego € > 0 istnieje x, taki ze |z| < iV (x) > 0,
3) gradV - f >0 dlaz € Q\{0},

to rozwigzanie zerowe réwnania autonomicznego ' = f(x) nie jest stabilne w
sensie Lapunowa.

Zadanie 5.20 Udowodni¢, ze rozwigzanie rOwnania
' =a(t)z,

gdzie a(t) jest funkcja ciagta, jest stabilne w sensie Lapunowa wtedy i tylko wtedy,
gdy

t
limsup/ a(s)ds < 4o0.
0

t—+4o00
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Zadanie 5.21 Zbadac stabilnos¢ lub brak stabilnosci rozwiazania zerowego ukta-
déw réwnar:

o {

(¢]
~

(¢]
~

o |

X

Ty = T1 — T2 —:Eliﬁg

— 3
Ty = 2T — T2 — T

_ .5 3
Ty = 2] + 75

rh =3 — 5

Zadanie 5.22 W ponizszych uktadach punkt (0,0) jest punktem krytycznym po-
danych uktadéw réwnan. Dokona¢ klasyfikacji tego punktu.

o {

x) = 3x1 + 4xo
xh = 21 + X9

x) = 2x9 — 311
xh =21 — 4ao

x] = 2x9 — 324

xh = x9 — 211

) =2z — 29
$2:x1

Ty = —2x1 — 572
xh = 221 + 229

x) = 3x1 — 229
/
Ty = 4o — 611

Zadanie 5.23 W ponizszych ukladach réwnan znaleZ¢ punkty krytyczne, dokonaé
ich klasyfikacji oraz naszkicowac lokalne portrety fazowe.
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2

2) x) = 2x1x9 — 429 — 8
rh = 4a3 — 23

T =T1 — T2
rh=a}+23 -2

) = (2x1 — x2)(z1 — 2)
Ty = X122 — 2

{
{
o {4z yAnia-2

7 = arctg(z? + 1172)

3 —x9+1
3

) =In

83

Zadanie 5.24 W ponizszych uktadach naszkicowac lokalny portret fazowy w oto-

czeniu punktu osobliwego (punkty te nie sa prostymi punktami osobliwymi).

2) ) =21+ 29
Lo = T1T2

/2
b) { SL’l—fL‘%—i—.’L‘Q
1'22332

o oh =22 + 29
xh = 2129

d) T =1x9 — 22
xh = 1129

Zadanie 5.25 Udowodnié, ze jesli réwnanie

(ax + by)dz + (mx + ny)dy =0

nie jest w postaci rozniczki zupetnej, ale ma czynnik catkujacy, ktéry jest funkcja

ciagta w otoczeniu punktu (0, 0), to punkt ten jest siodtem.

Zadanie 5.26 Zbada¢, czy podane funkcje sa catkami pierwszymi wskazanych

uktadéw réwnan:

zy = aiwy’ -
a) / Y = T1r2€
Ty = T2 — X1

:L,/ — e—xlt—l
b 1 = (1 -1 _ ,—T2
) { $/2 — xlefxztfl 14 ( + .’L'l)e e
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, xro +1
$1:
C){ / :U:l}l—i_—:? pr=z1tT2—1t Y2=x1+x2+1
X =
2T 1+
2
xy —1
o [ #=2 Pt rmm redt
) 9 w1 =1°+ 2w122, Y2 = 2] — tx2
xh = —mz1

Zadanie 5.27 ZnaleZ¢ calki pierwsze uktadéw réwnan:

T = 1
1= 9
a) { , 2$1:L‘2 2
Ty = —
2 2.%1 — X9
o = t+ 2
| =
xr1+x
b) , tl—‘r .%'12
€T =
2 Tl + X2
x) = tx
C) xlg _ ;;
o xa(xy — 1)
d) 1 t(ml -+ 372)
:E/ _ 1’1(2171 — 1132)
2 t(l‘l + 1'2)
. x1(z1 —t)
1 t(.TQ — a;l)
€) 2
, r7 — tao
$2 Y E—
t(xe — 1)



